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Uber die Temperaturverteilung in einem von stationirem Strom 
durchflossenen Draht. 


Von H. Fieber, Wien. 
Mit 3 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Es wird das Temperaturfeld in einem zylindrischen Leiter berechnet, 
welcher durch Gleichstrom erwirmt wird, unter Annahme konstanter Warmeleitfahigkeit und 
mit der Temperatur linear verinderlicher elektrischer Leitfahigkeit. 


Summary. The temperature field in a cylindrical conductor, heated by direct current, is 
calculated under the assumption that the heat conductivity is constant and that the electrical 
conductivity is a linear function of the temperature. 


Résumé. Le champ de température d’un conducteur cylindrique, chauffé par du current 
continu, est caleulé a la base de la supposition que la conductivité thermique soit constante et 
que la conductivité électrique soit une fonction linéaire de la température. 


1. Ein Draht von der Linge L mit kreisf6rmigem Querschnitt und dem Durch- 
messer 2 & sei zwischen zwei Blécke eingespannt, welche die Stromanschliisse dar- 
stellen. 

Es sei vorausgesetzt: 

a) Ubergangswiderstande zwischen Draht und Block seien 
vernachlassigbar klein. 

b) Warmeverluste durch Strahlung werden nicht beriicksich- 
tigt. 

: c) Die Warmeleitfaihigkeit x ist konstant, die elektrische 
Leitfahigkeit « mit der Temperatur linear veranderlich. 

d) Betreffs des Warmeiiber- bzw. Warmedurchganges gelte 
das Newtonsche bzw. das Fouriersche Gesetz. 

2. Die zeitliche Anderung des Warmeinhaltes W des Einheits- 
volumens wird gleich sein der in diesem entwickelten Warme- 
menge Q,, vermége des elektrischen Stromes, vermindert um den app, 1. Zur Erlaute- 
auf Grund der Warmeleitung aus dem Einheitsvolumen aus- rung der Anordnung. 
stro6menden Anteil Q. Also: 


WY =Q—-@. (1) 


Dabei gilt: dW = oc dT, wobei oe die Dichte und c die spezifische Warme des Drahtes 
bedeutet. Die durch den elektrischen Strom im Volumen V entwickelte Wirme- 


menge ist gleich \ (3, €) dt, wo die elektrische Stromdichte § mit der elektrischen 
4 
Feldstarke € mittels der Gleichung } = o € zusammenhingt!. Beriicksichtigt man ° 


1 
dies, so erhalt man fiir die im Volumelement dz erzeugte Warmemenge — \j° dt. Um 


1 Die Stromdichte 3 wird aus mathematischen Griinden als konstant angenommen. 
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dies auf cal umzurechnen, ist noch mit dem elektrischen Warmeaquivalent 7 zu 
multiplizieren. Endlich ist die durch die Hiille eines umschlossenen Volumens aus- 
stromende Warmemenge gegeben durch c{fp (w, df), wenn ty = —xV T die Warme- 


stromdichte darstellt. Mit Hilfe des GauBschen Satzes kann dies umgeformt werden 
und man erhilt fiir die aus dr ausstrO6mende Warmemenge (/, tv) dr. Dies zusammen 
liefert auf Grund von Gl. (1): 
oD Ry 
oo =j247,%7 7). 


Entsprechend der Voraussetzung c) soll & = earn + oT) und x=konst. sein. 
0 
Mit den Abkiirzungen: 


Cea 


x Beer OR LIRS, 
Oe ae emerge Oe ak eae (2) 
erhalt man nun die bekannte Warmeleitungsgleichung: 
=a T+oT +0. Gia 


Durch Einfithrung von Zylinderkoordinaten wird 7 = T (r,g,2;t) und mit der 
Annahme exakter Zylindersymmetrie a = 0. Auf Grund der Voraussetzung d) 
ish furs == 8: 


oT 
or 


% 


=—,(T—T,) oder mit k, = “, K,=4,7, folgt: 2-44, 7=K,. 
Dabei sei 7’, die Temperatur des umgebenden Mediums, x, die Warmeitibergangszahl. 


In axialer Richtung sei der Einfachheit halber vorgegeben: 7 = T, fiir z = + L/2 
und alle 7 und ¢. Die ganze Anordnung ist also symmetrisch in z, weshalb die Rand- 
bedingungen geschrieben werden k6énnen: 


fir z= 0 und 7 (r, L/2;t).= T,. T. wird als die auf der Flache z = + L/2 konstante 
Temperatur der AnschluBblocke betrachtet. 
Somit ist folgendes inhomogene Problem zu lésen: 


ou La) 
AES oa ae: )+ sa} t+oT+C (4) 
mit den Randbedingungen: 
oT 
cs “Ie 0:2) 


|r(r,4 


und als Anfangsbedingung werde festgesetzt: 7 (7, z; 0) = 7p. 

Die hier verwendeten linearen Randbedingungen beriicksichtigen entsprechend b) 
nicht die Warmestrahlung, welche dem 7'4-Gesetz gehorcht und schranken somit 
bereits die Giiltigkeit der gesuchten Lésung ein. Um diese nun zu finden, wendet 
man zweckmabigerweise Integraltransformationen an. 


3. Mittels der Substitution: 


1. (hy (pes =k, I. 


Teles 23 oan 


Pe DT — 0 (5) 
wird die Randbedingung II homogen gemacht. Damit geht (4) iiber in 


ap 1 8/06) ae 
at =al; er (r et arp +08 +d, wod=C+bT, (4°) 
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die 
dz / 97,0; To5 


Sea j= oo ; * Vole ae 
5) [5 ; 


und die Randbedingungen in: 


I’. (8+ 
ee 
mit der Anfangsbedingung: #7, z; 0) = 7) — 7. 

Durch eine Hankel-Transformation wird nun die Variable r eliminiert. Multipliziert 


man (4') mit rJ9(@,7r) (@, reell), und integriert anschlieSend von 0 bis R, so er- 
geben sich eee Integrale: 


- R 
|r Jo (wy) dr = 5-Jy (Q), 
0 
wobei: w, R = Q,; dabei wurde die Substitution r = o- R ausgefiihrt und iiber die 
Bedeutung von w, bzw. Q, noch nichts ausgesagt. Weiters tritt auf: 
R 
| Or Jy (wr) dr = R20, (6) 


0 


R 
i f ae , Z 9, 
ISS (rS) rte (ovr) dr = 0 [Fo (® 0) 2 — 2, Jy’ (2,0) 8|'— 228 om 


Die Richtigkeit der letzten Beziehung bestitigt man leicht durch zweimalige partielle 
Integration. Man sieht sofort, fiir @ = 0 verschwindet der erste Term; ferner gilt 
an der oberen Grenze die durch I’ vermittelte Relation. Damit wird dieses Glied: 


— Bk, RS, (Q,) + 2, Fg’ (Q))]. 
Da das 2, noch willkirlich ist, kann es als positive Wurzel der Gleichung: 
bf (2) 22d, (2) = 0 cimit-. kh, = kh Rk (7) 
gewahlt werden, womit der erste Term obiger Gleichung auch an der oberen Grenze 
verschwindet. Somit andert sich (4’) ab zu: 


ob ae 4. (5. Os) 0S 


Ob oa oz? 


J (2) (4’”) 
mit den Randbedingungen: 


4 1 fey 0;) 
52; 0) =H (To — 11) Ji (2) und a4 L a 
\ 


Die Substitution: 


— 
— 

(o'9) 
ce 


a I 
O0=8—-—— (Ti — Ts) Jy (2 
homogenisiert noch II’ und formt (4’’) um: 
00 2O 1 a ire 
ae + (6-222) 0 + > ld ! (2 - 22) (7, — 7) J, (Q,) (4’”) 
und entsprechend die Randbedingungen: 


ee uae 


L 
zit} =0 


O (2; 0) = (Ly— 12) Ji (Q) sowie I” , 
\t 


12* 
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Fiihrt man jetzt eine endliche cos-Transformation durch, d. h. multipliziert (4’”) 
mit tos 4, 2 und integriert von 0 bis L/2, so treten folgende Integrale auf: 


L 
By 
. EG ~ 
| O cos 4, 2+ dz = 379, (9) 
0 
ferner : i 
i Lice Gis 
| cos yz dz => G_ sin Ay, 
0 


wobeie = 62/2 nad A, — A, + LZ gesetzt wurde. Weiters ergibt sich mit den gleichen 
Substitutionen : 
he 


r B20 2 [ 00 : ETD ~ 
iS ae cos A, 2 dz = Tle cos A, ¢ + A, Osin A, ¢ Rech ree —. 
0 
Dies kann wieder leicht durch zweimalige partielle Integration bestatigt werden. 
Der erste Term verschwindet an der unteren Grenze wegen der ersten Bedingung II’”’ 


und beriicksichtigt man die zweite Bedingung von II’”’, wird dieses Glied an der oberen 


Grenze: ae cos A,¢ und verschwindet ebenfalls, wenn man A, als positive 


Wurzel der Gleichung: 


csM=0, di h. A,=(2u¢+1)> (10) 
wahlt. Damit erhalt man schlieBlich die Palais ee 23: 
dO 
wobei: 
1 R \2 
ERCEN ODES Eee Re — a\4 ni pewwe 231 \ (12a) 
1 T, — ae : 
(Ay, &) = yaa la a (oR? — a2,%)| Jy (Q,) sin A, (12 b) 
und die noch verbleibende pense lautet : 
= T,—T . 
@ (0) = oo J (Q,) sin A, =e (7, Gy. 


Nun sind zwei Falle zu unterscheiden: 
1. y + 0, dann kann (11) eae a. werden zu 
1 t) x t) 
y a 7 (6 | eee 
und die Lésung lautet mit Beriicksichtigung der Anfangsbedingung: 


6,=pet4 “(er 1). (13) 


2. y = 0, so erreicht man durch einfache Quadratur die Lésung mit Riicksicht 
auf die Anfangsbedingung: 
0, = dt + ¢. (13") 
Durch Riicktransformation ergibt sich daraus nun die endgiiltige Lésung von (4). 
Entwickelt man eine Funktion g (#) nach cos-Funktionen: 


g (x) = 3'By cos A, x, 
Ay 
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wo die A, die positiven Wurzeln der Gleichung cos A — 0, so bestimmen sich die By, 
unter Beriicksichtigung von: 
1 


\ cos? A, Re 3 
0 
sowie der Orthogonalitit der trigonometrischen Funktionen. Also schreibt sich: 
1 
g(x) =23"\ 9 (x) cos A, xdx- cos A, x. 
a, 0 


Speziell in unserem betrachteten Falle: 


0 = 2) P (A,) ) cos A i wo i? (Ay) = ) 
re 
(in diesem Falle ist P (4,,) von A, unabhingig, was eine Folge von cos A, = 0 dar- 
stellt). Durch Resubstitution von (8) folgt weiters: 
se cS Tatlin (Q,) oa P (A,) O cos A, oe 
Ay 


Dabei geht .»’ im Falle O = 0, iiber alle jene Werte fir die y + 0 bei festem 2,, 


¢ 


~ 


An 
und wenn 0 = @, iiber alle A,,, welche y = 0 zur Folge haben. (4’’) wird auch durch 
die Summe der beiden Werte’ geldst: 
Be Fei Pid ¢ ert “ (et — 1)|cos A, £ + 

Ay! 


+ > P (A,) (6¢ + v) cos A, ¢. 


Ay* 


rae 


Hierbei bedeute .¥’ die Summe iiber alle A, fiir die y + 0 und _»’ die Summe _ iiber 


A em ‘A? 


alle A,, fiir welche das nicht der Fall ist; alles bei festem Q,. 


In analoger Weise macht man auch die Transformation (6) riickgingig, denn 
betrachtet man eine Funktion f (0) = 3) Ao, Jy (Q, @), wo die 2, positive Wurzeln 
2, 


der Gleichung 2 J, (Q) = h, J, (Q) (h, eine Konstante) sind, so erhailt man unter 
Beriicksichtigung von 


1 
t “hy + Q,? 
| Fo (Qe) Fo (Q 0) dg = 5 Ga — Fo? (D) 


0 
und der Orthogonalitat der Bessel-Funktionen die Koeffizienten Ao,. Damit folgt: 
2Q? J, (Qve) 


1 
f(e) = he + Q2 Jo? (Qr) \f(@) 
Q 0 


0 Jy (2, 0) de 


und man erhalt mit Riicksicht auf die Substitution (5) speziell: 
T= Ty +X Q(2) + So (Qo), 
2, 
wobei: 


2 2° 1 
Q (2) = Tre OF TQ)” 
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Fir & eingesetzt: 


T= 7, + (Ty — Ty) S29 (0,) F,(2,0) + P (4,10 (Q) (p + bt] 008 A, C 
Q, A,,*,/2,* 
: Io (Q 0) +>” P(A.) Q (2 |p erty < (ort 1) cos A, CFs (Q; 0). (14) 
Ay, fH 


Um nachzuweisen, daf (14) tatsichlich Lésung von (4) ist, berticksichtigt man folgende 
Relationen: 


ree oe cos A,, ¢, 
(15) 


1=F a Q (2 To (2, 0). 
Damit, sowie den Beziehungen (7) und (10) folgt nach etwas langeren Rechnungen 
die Giiltigkeit der Anfangsbedingung und der Randbedingungen, sowie da8 (14) 
iiberhaupt Losung von (4) ist. 

Im Ausdruck (14) stellt die Summe tiber 4,,*, 2,* alle jene Terme dar, fiir welche 
que), A ihics 


T=R HX Oo Eia\e A2 i ; 2. 
= n|/ * oF E (=) ‘i + 2, (J... Stromstiarke). (16) 
Q, = 0 besagt: h, = 0, d. h. x, = 0 oder x = co; beides ist ausgeschlossen, denn 
ersteres bedeutet, es tritt kein Warmestrom auf entgegen der Voraussetzung und 
das zweite, ein Material mit unendlich groBer Warmeleitfahigkeit. A, = 0 ist ein 
Widerspruch zu (10). Also kann A,, 2, + 0 vorausgesetzt werden. 


Die kleinste Stromstiarke fiir gegebene Drahtdimensionen und festes h, eines be- 
stimmten Materials wird nach (16) offenbar durch die kleinsten Wurzeln A,, 2, ge- 
liefert (es soll y = 0); dies wird um so eher erreicht, wenn R/L klein ist, so daB das 
Glied mit A,? vernachlassigt werden kann. Also wird die minimale Stromstirke: 


Linn ~ R mt ( Jantn cla ae ~ = - 


Eine GroBenabschatzung zeigt, dab die pained Stromstiirken kleiner als 
Inin Sind, y also nie gleich 0 wird. y + 0 besagt aber: 
f x0, (Ra \2 BNe 
ym da — (Fy [e(Z) Aut + 24]f 
und wegen obiger Uberlegungen wird das zweite Glied das erste iiberwiegen, d. h. 
y <0. Fir nicht zu groBe J (abhingig von der Dimensionierung des Leiters) kann 
der erste Term itiberhaupt vernachlissigt werden: 


—x R \2 
Y' (Ay 20) = ae *-|4(F) A,? + 23). (17) 
LaB8t man in (14) nun ¢ — co gehen, beriicksichtigt oben Gesagtes und daB lim e” ! = 0, 
so ergibt sich ein stationérer Zustand: Fie 
t) 
T = 1, — SP (A,)Q(Q) +7 008 A, Fo (Q, 0). (14) 


Ay Q, 


Nimmt man nun wieder an, R/L <1 und setzt die urspriinglichen GréBen ein, so 
erhalt man aus (14’): 
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1 J, (Q,) sin A, 
D=T +4 DFID B, THO) A, 08 Aub To(Q @) + 
A,,2 Aes ¥ 


ny 
% 14’’) 
Q, J, (Q,) sin A, ( 
Malt Boe be Oe FX(Q) A; cos A, f Jo (Q, @); 
Ay % 
wobei: 
Y a eg : 
A =4(>—] oe (i eoedT) )e Rae A= Ts) 2 (18) 


Nun erkennt man auch den Sinn der Transformationen 7 = oh und-2se de Li: 
damit wurde nimlich erreicht, da8 hinter den Summenzeichen nur dimensionslose 
GréBen stehen, was fiir die numerische Berechnung von Vorteil ist. 


An r = 0 und z = 0 liegt, wie zu erwarten ist, ein Maximum vor und die Summen 
andern sich nur mit dem Wairmeiibergang. 


Hier sei noch bemerkt, dai es unter Umstiinden von Bedeutung sein kann, nicht 
eine Randbedingung der Form II vorzugeben, sondern etwa: 
oT oT 
(Fae 0; £) =0 und (3 bes a G sit) ae Ky. 
Dann andert sich am Gang der Rechnung nichts, nur erfiillen die A, nicht mehr (10), 
sondern die Gleichung A tg A — h, = 0 mit h, = k, L/2. Dementsprechend andert 
sich auch der Wert von P (A,) ab zu: 


2 (A,2 + hy?) 
12 (A,) ia “a ob hg? aE ho . 


Nun zuriick zu unseren Gl. (14’’) und (18). Bei weiterer Spezialisierung auf B = 0, 
d. h. 7, = T, erhalt man: 


1 Jy (Q,) sin A, 
T=T,+4 D' 72707 DJe@) de ee ee 
A, 


4, Als Beispiel sei vorgegeben: 7, = 7, = 20°C, R=0-5em, I = 100A; der 
Stab bestehe aus Eisen und das umgebende Medium sei Luft. Unter der Voraus- 
setzung erzwungener Konvektion, d. h. 


h, = Nu, (19) 
wobei 2 die Warmeleitzahl des umgebenden Mediums und 
Nu die Nusseltsche Kennzahl darstellt, ergibt sich Abb. 2 aes 
fiir h, = 0°01. Dabei berechnet sich Nu gemaf!: Nu = 
= C- (Re)" (Pr) (Re... Reynoldssche und Pr... Prandtl- 
sche Zahl); dies wird fiir Luft: Nu = C’ (Re)", wo: 


Re 
von | bis | G | a 
| 
4 | 40 | 0-821 | 0-385 WR Weta 
40 | 4000 0°615 0°466 
4000 | 40000 0:174 0°618 Abb. 2. Temperaturvertei- 
40000 | 400000 0:0239 0°805 lung des Querschnittes. 


1 Hilpert: Z. Forschung 1933. 


Ss 

K 
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Abb. 3. Oberflachentem- 

peratur in Abhangigkeit 


des Warmetiberganges. A 
entspricht 500A, 8B ent- 
spricht 100A. 
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Zeichnet man noch die Oberflachentemperatur als Funktion 
von h, (und damit von Nu), so ergibt sich Abb. 3. Mit 
wachsendem Nu nihert sich die Oberflachentemperatur 
der Temperatur des umgebenden Mediums [h, = 0°01 ent- 
spricht nach (19) etwa Nu ~ 40]. Die 500 A entsprechende 
Kurve wird den geringsten Anspruch auf Ubereinstimmung 
mit der Erfahrung haben, da bei kleinen /, bereits so groBe 
Temperaturen erzielt werden, fiir welche die Warmestrahlung 
nicht mehr vernachlissigt werden darf. Auf Grund von 
Abb. 2 erkennt man eine sehr geringe Temperaturdifferenz 


zwischen Drahtachse und Oberflaiche; sie betragt im Falle 


h, = 0°01 etwa 0°19% und fiir hy = 071 etwa 0°12%. Damit 
erscheint also das Temperaturfeld im Inneren des Zylinders 
fiir die meisten Probleme, wie z. B. fiir Fragen der Uber- 
strukturbildung, weitgehend homogen. Uber die Temperatur- 
verteilung in der z-Richtung ist noch zu bemerken, dab 
diese an der Oberfliche um z = 0 ein Plateau bildet und 
erst gegen die Stabenden zu merklich abfallt. Man hat also 
von der Stabmitte nach beiden Seiten weitgehend konstante 


Temperatur. 
AbschlieBend méchte ich noch Herrn Dr. W. Frank fir die anregenden Diskussionen 


herzlichst danken. 
(Eingegangen am 23. Dezember 1952.) 


Der rotationssymmetrische elastisch-plastische Korper. 
Von H. Jung, Stuttgart. 
Mit 1 Textabbildung. 


Zusammenfassung. Ausgehend von einem Volumenelement des deformierten Kérpers wird 
eine Theorie aufgebaut, die es gestattet, den elastisch-plastischen K6rper mathematisch zu er- 
fassen. Das Wesentliche hierbei ist, da angenommen wird, die Hauptverzerrungsrichtungen fallen 
mit den Hauptspannungsrichtungen, die jeweils auf den deformierten Kérper bezogen werden, 
zusammen. Mit diesen Annahmen wird dann eine allgemeine Theorie aufgebaut. Durch Ver- 
einfachungen la8t sich dann mit den Ergebnissen eine Theorie erster Ordnung und eine Theorie 
zweiter Ordnung herleiten. 


Summary. Starting from a volume element of the body deformed a theory is evolved 
permitting of mathematically conceiving the elastico-plastic body. The essential feature of this 
method is to take the main deformation directions as tallying with the directions of the main 
stresses which are always made to refer to the deformed body. On these assumptions a general 
theory is based. By means of simplifications these results can then be utilized for evolving a 
theory of the first degree and a theory of the second degree. 


Résumé, En prenant pour base de ses études un élément du volume du corps déformé lauteur 
développe une théorie permettant de concevoir le corps élastico-plastique du point de vue 
mathématique. L’essentiel dans ce mode de procéder c’est la supposition que les directions des 
déformations principales coincident avec les directions des tensions principales qui se référent 
toujours au corps déformé. C’est sur ces suppositions que l’auteur établit une théorie générale. 
Par la voie de simplifications les résultats sont enfin utilisés pour développer une théorie de 
premier ordre et une théorie de second ordre. 


I. Einleitung. 


In der klassischen Elastizitatstheorie und Plastizititstheorie ging man bisher 
von der Voraussetzung aus, dafi die Verschiebungen klein von erster Ordnung sind. 
Diese Voraussetzung lit sich bei vielen technischen Formgebungsverfahren (Ziehen, 
Tiefziehen, Praigen) nicht immer aufrechterhalten. 
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Ausgehend vom rotationssymmetrischen isotropen Korper werden in Ziffer IT 
solche Forderungen aufgestellt, die als Grundannahmen zum Aufbau einer technischen 
Elastizitats-Plastizitits-Theorie vertreten werden kénnen. In Ziffer III werden die 
Dehnungen und Verschiebungen sowie die Invarianten des Formanderungstensors 
hergeleitet und in eine handliche Form gebracht. Im Anschlu8 daran werden die 
Invarianten des Spannungstensors angegeben und die Gleichgewichtsbedingungen in 
einer fiir die Rechnung besonders giinstigen Form dargestellt. Das Elastizitiits- 
Plastizitéts-Gesetz wird in Ziffer IV aufgestellt und es wird der Zusammenhang 
mit den Ansa&tzen von Mises-Saint Venant und Kauderer aufgezeigt. Die 
Differentialgleichungen fiir die Verschiebungen werden in Ziffer V hergeleitet. Mit 
den in Ziffer V erhaltenen Ergebnissen wird eine Theorie erster Ordnung (Ziffer VI) 
und eine Theorie zweiter Ordnung (Ziffer VII) gewonnen. Lésungen der Differential- 
gleichungen mit vorgegebenen Randbedingungen fiir den rotationssymmetrischen 
elastisch-plastischen Korper werden in Ziffer VIII hergeleitet. Die Bestimmung der 
Verfestigungsfunktion wird dann in Ziffer IX durchgefiihrt. Die Anwendung auf 
ein technisches Problem (Niederhalterdruck beim Tiefziehen) wird in Teil II gezeigt?, 
wobei sich eine gute Ubereinstimmung mit den bekannten Versuchsergebnissen ergibt. 


II. Problemstellung. 


Gegeben sind die rotationssymmetrischen Verschiebungen an der Oberfliche 
eines rotationssymmetrischen isotropen Kérpers. Die Dehnungen und Schiebungen 
im Inneren seien stetige und stetig differenzierbare Funktionen in den Koordinaten r 
und z. Ist der Zusammenhang zwischen diesen Formanderungen und den Spannungen 
durch das Gesetz von RoS-Eichinger? gegeben, so muB das Elastizitits-Plastizitats- 
Gesetz auch bei Verfestigungsfunktionen mit nicht stetiger Ableitung auf stetige 
Spannungen fiihren. Diese Forderung lat sich in der klassischen Plastizitiatstheorie 
nicht immer erfiillen. Bei der Aufstellung des Gesetzes ist dann ferner noch zu be- 
achten, daB beim Ubergang zu kleinen Formanderungen die von Mises-Saint Venant® 
aufgestellten Bedingungen 

0; —0,= Ae; 


erfiillt sind, wobei mit o; (i = 1, 2,3) die Hauptspannungen, o, der Mittelwert der 
Hauptspannungen und mit ¢,; die entsprechenden Dehnungen bezeichnet werden. 
Bei kleineren Formanderungen mu& sich dann noch das von H. Kauderer* erweiterte 
Elastizitatsgesetz ergeben. AuBer diesen Bedingungen, die zur Nachpriifung des 
aufgestellten Gesetzes herangezogen werden konnen, wird noch gefordert, dai} wahrend 
des gesamten Deformationsvorganges das Volumen konstant bleibt und die Form- 
iinderungsgeschwindigkeiten so klein sind, daB die Massenkrafte vernachlassigt werden 
diirfen. 


Ill. Die Formanderungen und Spannungen. 


Gegeben sei ein rotationssymmetrischer isotroper Kérper. Durch ein technisches 
Formgebungsverfahren werden dem Kérper rotationssymmetrische Verschiebungen 
aufgezwungen, die nicht mehr als klein von erster Ordnung angesehen werden konnen. 
Wie aus Versuchen bekannt ist, kann bei diesen Vorgingen ein konstantes Volumen 
angenommen werden. Das Material des Kérpers befindet sich hierbei in einem 


1 Die Anregung zu der vorliegenden Arbeit verdanke ich Herrn Prof. Dr. EK. Siebel, der 
mir insbesondere bei der Durchrechnung des Tiefziehvorganges wertvolle Anregungen gab. 

2 M. Ro& und A. Eichinger: Versuche zur Klarung der Frage der Bruchgefahr (s. FuSnote 1, 
S. 3). Ztrich. 1926. ; 

3 R. v. Mises: Nachr. Ges. Wiss. Géttingen, math.-phys. Kl. 582 (1913). 

4H. Kauderer: Ingenieur-Arch. 17, 450 (1949). 
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elastisch-plastischen Zustand, der durch das Verfestigungsgesetz von Ro§-Eichinger® 


V (04 — 0p)? + (62 — Go)? + (93 — Oo) =f (/ (ex — 85)? sb (bg 9) ees Eo)? ) (1) 
gegeben ist. Um den Zusammenhang zwischen den Spannungen und Dehnungen 
aufzustellen, soll zuerst der Verschiebungszustand des Kérpers untersucht werden. 


Ist P mit den Koordinaten 7, z und p ein Punkt des undeformierten Korpers, so 
geht bei der Deformation dieser Punkt in P mit den Koordinaten r, z und y iiber. 
Im folgenden sollen nur rotationssymmetrische Probleme behandelt werden, so daf 

P=” 
ist. Bezeichnet man mit w die Verschiebung in radialer Richtung, w die Verschiebung 
in axialer Richtung, so ist der Zusammenhang der Koordinaten gegeben durch 
r=r—w(r, 2), (2) 
22 = W(05 2). (3) 
Bezieht man die Verzerrungen des Koérpers auf den deformierten Zustand, so erhalt 
man unter Beriicksichtigung der GroBen zweiter Ordnung 


=e — ala) +) | 


ou a ow du Ou ow ow 
> ada Tee OF Nee or | Gz 
Mit (4) wird der Formanderungstensor 


| 

(s) 
meatal + Ce) | 
ae 


fp ye Oey é, 0 0 

G=|[0 e& 0 seo MO) PK | BM (5) 
1 
yy Oe, O.Or s3 


Die Invarianten von (5) sind 
J, = & + & +8 == &, + & + &, 
1 
Ja = 6, bp 1 by by bp & — pits = &1 &g + & €3 + 2 3; 
1 
Js = bp &p & — Geo" = Ey 65 85: 
Die Bedingung fiir konstantes Volumen lautet mit (6) 
Dy ae Dlg ee dace Ue (7) 
Geht man mit (6) in (1) ein, so ist 
a —_ — = ] x oe 
V(e Eo)” + (& — &)® + (& — 9)? = y2 V3 JP Te. (8) 


Setzt man die Forminderungen klein von erster Ordnung voraus und vernachlassigt 
die GroBen zweiter und héherer Ordnung, so sind die Dehnungen und Schiebungen 


eset U ow 
ie. ee ak ie hemes 
ecu Ow (9) 
0z or * 


5 Siehe SuBnote 2. 
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Mit (9) geht (7) iiber in 
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3 & = & +.& +2 = 0. (10) 
Zerlegt man (5) in einen Kugeltensor und einen Deviator, so ist mit den Abkiirzungen 


fe 


Ep» —= & — Eo, 

Sp 8, — 8; 

E,, = & — & 

der Forminderungstensor 
; 1 
S=/,0 « 0-10 & 0 =6,+6’. (11) 

1 / 
00 & rane Oe “a, 


Geht man mit (10) in (11) ein, so wird 
Gees". 
Die Bedingung (8) geht damit iiber in 
Ve? + 22 + 62 = 2) — J. 


Fir den elastisch-plastischen Korper werden die Gleichgewichtsbedingungen am 
deformierten Kérper aufgestellt, da zu allen Zeiten ¢ des Deformationsvorganges die 
Volumenelemente des Kérpers im Gleichgewicht sein miissen. 


Die Gleichgewichtsbedingungen lauten: 


CG.2 5. ae OT 
Or : r + a. 0, 

1By 
bates T 1 00, 0 2) 
or r Gre a ea 


Die am Volumenelement angreifenden Spannungen sind die Komponenten des Tensors 


on Oe % 
=F 0 sa...0 (13) 
jae UY oe 


Zerlegt man den Tensor (13) in einen Kugeltensor und einen Deviator, so ist mit 
den Abkiirzungen 


eae | | 
ie == 6 — Gg. Gy = Op — Oy, Fy = On = 8, So eerra AG te 


der Spannungstensor 


5 0 aie | Camis 3 
T=10 ww O4+( 0 2, 0 )=— +X. (14) 
Oo OO ag ag th Oe 
Die Invarianten von (13) sind 
Pi, = 6, +.69+ 6 = 30% = O44 Fo 105; 
P, = 6, 0g + 0, 6, + Gy 0, — T? = 01° Op + 6193 + 0293, (15) 
P= 6,09 0; —0¢ v* BIO Ogi Cg: 
Geht man mit (15) in (1) ein, so erhalt man ; 
1 
Vico +, — oF $e, — op = V2 |/ 4 Pit — Py (16) 
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Das Verfestigungsgesetz von Ro&-Eichinger lautet damit in Tensorinvarianten ge- 
schrieben : Tea. tC ee ce 

y24P2 P, ye ee (la) 


Die Gleichgewichtsbedingungen (12) lassen sich in den Gréfen des Kugeltensors und 
des Deviators ausdriicken. Es ist 


do," On Oy. ae a0 
or : iP 1 Oz (oie (17) 
Or’, T Th. 205 
ar! r ea cee oe * 
Setzt man zur Abkurzung 
Ot —— on as, ope On Cy aa Go 
und eliminiert o, aus den Gl. (17), so erhalt man 
a ia Gris Oe 1 at 1 ) 
or 02 Cia r Oe: Ou | éz2 Or? r itncaten asl 
: Op — Oy B 
[ =<, \( oe | dr | F, (2), t (18) 
ae mou 1b | 
| =o. ie “de LF, (r). 
IV. Das Elastizitits-Plastizitats -Gesetz. 
Fir kleme Formanderungen gilt nach Mises® 
Cp LIKE 5 Op = So Si eae ass =+ Ay, (19) 
wobei A noch eine Funktion des Ortes ist. 
Die Gl. (19) lassen sich auch in Tensorform schreiben: 
sp’ S’ 
— = : 19a 
(Pe V—J, ele: 
Das Verfestigungsgesetz ftir kleine Formanderungen lautet damit 
V2 V—P =f [V2 V—J, J. (20) 
Geht man mit (20) in (19a) ein, so wird 
, > tlV2 V—J, ] mt Ce LL oe 
BRT yas eM ened BETS Ye Tye! ed 


In (21) bedeutet g (V2 YJ, ) eine beliebige auch nichstetige Funktion, die nur 
von den Materialeigenschaften abhingt. 
Mit (21) wird 


o, =8,9(V2V—J,), } 
op = e99(/2 V—V, }, | 
aba VB Tole (22) 
t= sy gV2 V— J; ). | | 


Bei groBen Forminderungen sei der Zusammenhang zwischen den Spannungen 
und Verschiebungen gegeben durch 


= i etree a. be —_, (23) 
V2 Ve — 'P, V2 sid, 


6 Siehe FuBnote 3 auf S. 169. 
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Mit (23) und (la) erhalt man 


iva /4a2—s, | aeRO al dct 
+ =e ; =€y(y2 44 — 4,). (24) 
V2 y gii—d, 
Dieser Ansatz ist allgemeiner als das Gesetz von Mises-Ro%-Kichinger und ergibt 
dieses beim Ubergang zu kleinen Forminderungen. In Komponenten ist 


2 ta eR? a 
, Kk 1 ¢ oy 
Oe = «,9|V/2 Vts2— a 


V2) 442 ae J.) 
1 =i? & 

= Sy aly Vis —J, 

Die Differentialgleichungen fiir die Verschiebungen lassen sich mit (25) und (18) 


aufstellen. 


Ks soll noch darauf hingewiesen werden, daB die Gl. (22) mit denen von H. Kauderer’ 
autgestellten tibereinstimmen, wenn dort ¢, = 0 gesetzt wird. 


Or = & g 


O, = &9 


VY. Die Differentialgleichungen fiir die Verschiebungen. 
Mit (25) wird 


Oy = € gly2 i a2 — J,] =egiy2 /« |, | 


eee (26) 
= ] == se 
on = eng|V2 eso = I,|= exg(V/2 //K |. | 
Zur Abkiirzung wurde in (26) gesetzt: 
ét = & — &, 
€1l — & — €g, 
1 
K= zJ?—Jd;,, 
Geht man mit (26) in (18) ein, so erhalt man die Differentialgleichung 
dg[V2 VK ] dg {V2 VK ] pethes 
=- = —— SIO ea). 27 
Ws d(y2K Wo (yok ) +y,9[V V | (27) 
Die Abkiirzung in (27) sind: 
ey 1%, 1 dy 1 dy Bie tae ) 
Y1 ~~ “Or dz r O 2 02 2 dr? = 2r Or 2r2 7 
dey VK ae ds) OVER. ey OVE F. 1 eK 
Yo Os Or F er or Oz y UW az + Oz ez p, 02? (28) 
oy = eVK eo ae oy K 
Orr ol or 27’ or ? 
VK eK Pa if ane 4 pa 
He ( a2 y— or 


Pei oer ae 


7 Siehe FuBnote 4 auf S. 169. 
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Gl. (27) gilt fiir den elastischen und plastischen Bereich. Die Verfestigungsfunktion 
des Materials sei durch Abb. 1 gegeben. 
Gibt man die Verschiebungen wu und w des Korpers so vor, daB sie den Bedingungen 


Vr 0 ais OS, Pa aP (29) 
geniigen, so ist dadurch eine von der Verfestigungsfunktion des K6rpers unabhangige 
Lésung der Differentialgleichung (27) gegeben. 

Aus der Materialpriifung ist bekannt, da unabhingig vom Material bei vielen 
Beanspruchungsarten sich gleiche bzw. ahnliche Verschiebungszustiinde ergeben, so 
daB die Forderung (29) zu brauchbaren mit der Wirklichkeit ubereinstimmenden 
Liésungen fiihrt. Die im Korper auftretenden Spannungen sind nach (25) von der 
Verfestigungsfunktion noch abhangig. 

Entwickelt man die Verfestigungsfunktion f(K) in eine Potenzreihe, so ist 
g (2 VK ) = +6 +9/2K +... (30) 

V2K 
B= oO = ee = 
dann erhalt man den plastischen Koérper von Prandtl. Bemerkenswert ist nun, 
da8, um auch bei diesem Korper auf eine eindeutige Lésung zu kommen, 


Setzt man in (30) 


%i=0 w=9, »y=9 
gefordert werden muf. 
Wird in (30) 
==> ...=0 


gesetzt, so ergibt sich der rein elastische Korper. Da 
hierbei nun 


PUPP 


dg (V2 VK) __ dg(V2VK) __ F 
dV i | AVRO 


ist, so mu fiir diesen Korper nur 


V2 |z4;-2, 


Abb. 1. 
y, = 0 


gefordert werden. Dies fiihrt, wie leicht nachgewiesen werden kann, auf die Lovesche 
Verschiebungsfunktion mit der Nebenbedingung 


bp be te 
Damit ist gezeigt, da durch (29) die strenge Elastizitiitstheorie mit erfaBt wird. 
Hierzu ist zu bemerken, daB bei groBen Formiinderungen der Verschiebungszustand 
eines rein elastischen Koérpers nicht mehr eindeutig gegeben ist, da die Verzerrungen 
quadratische Funktionen in den Ableitungen der Verschiebungen sind. 


VI. Theorie erster Ordnung. 
Das Gleichungssystem (29) 1aéBt sich nun noch vereinfachen. Mit 


Oy hi see oK 
or 9 VK or? 
al ES ce BR ho i Di nek 
or? 4 Kl: \ Or 2VK- or 
eVK _ pet ae: aK \2 1 ak 
ope y T 4 Kis | dz + 2K oz? ? 
eV kK 1 i. OK ek IY tk 
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geht man in (29) ein und erhilt 


Oe 0€ 
me - = : a a ; = ik * 2 i 7 i: (31) 
@ ; 
Sie hanna inet ea ha emt 
= ea o2 
ange te?) (Sy l=0, (33) 
Den ae Ne ee (34) 


Sind die Dehnungen und Schiebungen klein von erster Ordnung, so kénnen ihre 
Quadrate gegeniiber den linearen Gliedern vernachlissigt werden. J,, J, und K 
enthalten damit nur noch Glieder, die klein zweiter Ordnung bzw. hoherer Ordnung 
sind, so dafs (27) befriedigt ist. Bei kleinen Formanderungen geniigen die Verschie- 
bungen den Differentialgleichungen 


ey 1 81, 1 @y 1 ay 1 ey 1 
er Gz rl) sez 2 "ee? 2 Or? Or Or 1 2r2 Y ~ o; (35) 
be S_.-- by = 0. (36) 
Setzt man in (35) und (36) 
c@ oD 
MMLegen (wre a8 
oD e@O 
1 6p Ge 
2D Ay a 
EI = "Ga r or? 
5 eo 
= * “or Oz 
ein, so erhalt man mit dem Operator 
Serer ee) a 
A= or? r TT: a “622 
die Differentialgleichung fiir die Verschiebungsfunktion 
AD = 0. (37) 


Die Spannungen sind damit 


eo | — ; ee: 
OCS lemmpramnrgs va 


, 1 @ = ‘ 1 
Ow ay Ep Ep Ey Ez ce ttyl, 


es 


(38) 


ra eg yz — &} Ey — Ey Eg — Eq Ey +i]. 
Der dem Kugeltensor o, zugehérige Spannungsszustand ist dann durch (17) bestimmt. 
Geht man mit (38) in (17) ein und streicht wieder die quadratischen Glieder, so ist 
Oy == K,. (39) 

Die im Kérper wirkenden effektiven Spannungen sind 
(40) 


I 
a 


/ 
Oo, = 0, + 00> Cg = ay + G9) Oz, — GO, sit: 90, T 
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Diese Theorie erster Ordnung wird besonders fiir Pragevorgange und aii eto 
bei nicht zu groBem Biegepfeil in Betracht kommen. 


VII. Theorie zweiter Ordnung. 


Beriicksichtigt man in J,, Jz, K noch die quadratischen Glieder und nimmt die 
Glieder dritter und hodherer Ordnung als vernachlissigbar klein an, dann wird 
J, = 0. Die Verschiebungen uw, w miissen nun das System von Differentialgleichungen 


erftillen. . 
Ore) 


1 ty 1 oy LOM tip Deiey ) 
or Oz r 02 7 9 Ont “2 pre Q2r or a 2 2 awe (41a) 
é dK \ aioKd on 6 lop 1 /(@K ek 1 eK dy eK 
Oz (e1 or } Oz ( r T az cis 9 y( 622 ore -2r or By Sige 0, (41b) 
Ig = 2d =. (41c) 
Mit (41c) wird 
5 VE avr Visto | 
y2Vk=y/2 | aI =a: (42) 
Damit die hier geforderte Losung existiert, mu verlangt werden 
ere 1 = 
aI gd 7 20: (43) 


Setzt man in (43) J, = 0, so wird (41b) identisch befriedigt. Mit K = 0 geht die 
Verfestigungsfunktion in die Hookesche Gerade tiber. Hierfiir lauten die Differential- 
gleichungen fiir die Verschiebungen 


& + €> + €& = 0, (44a) 


1 
Ep Ey Tt Er &z + Ep & — Gy = 9, (44b) 
ORE 0€ 2 
I Ly gern 1 ay 1 oe 1 oy 1 
ree hn be | 8 ae DS en ee ae eee (44) 


Die Verschiebungen miissen so bestimmt werden, daB (44) befriedigt wird. 


Ist J, + 0, so formt man das Gleichungssystem (41) um. Setzt man 


aK eK ay @K OK /aJ,\2, aK ary, 
ér OJ, or? ore O42 ( ér ra aJ, ar?” 
OR: (eherees: ek eK ( ad, oK ay 
aa > D = 2 5 =e > 1 
Oz OJ; ee 02? od,” ( Oz | oJ, an? 


eK OK. Oh, «Oly, 2) OR ON 
or Oz as, or * OJ, Or dz? 
und geht damit in (41b) ein, so wird 


OK Gey oy 1 ee ee <a) ad ad, Di. By L ) ear, 


OS 4 or ar) ar | r + 02 oz ref or Oz tig? oz omar yt 3 er? 2s 


i es fe os ' cae a a ( a i cies é (48) 


In (45) ist die zweite eckige Klammer klein von dritter Ordnung, so daB an Stelle 
von (41b) die Gleichung tritt 


0€ b 
I oy 1 |e OS ee “II oy \ OJ, ey, 1 ey 
2 pa ae © 
( Cz or 2r y Oz Oz sf! Or Oz 2 y oz? 


1 aT. 
- fOy af > = = 0. (46) 
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Kinen Anhaltspunkt zur Gewinnung von Lésungen des Gleichungssystems (41) erhilt 
man, wenn 
aD 1 o®@ oD oD 
Beer ge OP op ae. ER Rr v2 Or Oz Coty 
gesetzt wird. Dabei ist ® eine Funktion der unabhangigen Verinderlichen r und z. 
Damit ist (41a) identisch erfiillt. Die Gl. (41c) und (46) gehen iiber in 


2b 1 @® CeDoD CD 1 o®@ OD 1 aD \2 
AD — 2| ar? or «Or ar? Oz? r or oz 4 ( or 02 |, (373) 
1 / &®@ 1 e@ BD é 6) () 
cies - 9 
E ( or? r or te or na az A® dz A® or AP + 
aD oD ) oO — ao 2 O2D oe 
4a | or? az) Or az A® + Or dz az? A® or dz Or? Ad = 0. (47b) 


Setzt man in (47) ® = y(r), so erhilt man fiir den ebenen Forminderungszustand 
die Differentialgleichung 

d*y ldy _1dyp_ ad 

dr? r dr rr adr adr? (48) 


die sich streng lésen laBt. 

Damit ist gezeigt, da auch die Theorie zweiter Ordnung auf auswertbare Lésungen 
fiihrt, wobei die Frage noch offen ist, ob aus den Verzerrungen die Verschiebungen 
sich eindeutig bestimmen lassen. Bei technischen Problemen ist es zweckmabig, 
von der Theorie erster Ordnung auszugehen und mit Hilfe der Stérungsrechnung 
die Gl. (41) naherungsweise zu befriedigen. 


VIII. Lésungen fiir den elastisch-plastischen Korper. 
a) Der Zugversuch. 
Macht man fiir die Verschiebungen den Ansatz 


Ma Lr), ~ 40 =: (2) (49) 
und geht in (4) ein, so wird 


oF 1 ( oF y ) 
or DEN wOp. jue 


2 (50) 
ow 1 / ow \2 
Men fe 2 ( 0z 2 
y=0. 
Mit (50) gehen die Gl. (31) bis (34) tiber in 
ey 1 ey] in (51) 
or oz rT 2 : 
é ok &qy Ok 
Oz («1 or (ire 0, (52) 
Vee (VEE 
re Or 9, (53) 
& + & + & — 2 & & — 2& & — 2egt&, + 4 & bg & = Y. (54) 
Setzt man e, = —- Ky, so werden die Gl. (51) bis (53) befriedigt. Aus (54) folgt 
K, (1 — 26, — 2& +4 & €9) = & + & — 2 & &g, (55) 
oder umgeformt ergibt sich 
Ko uaa pee. ees 56 
OK, + 1 = ¢, (1 Ey) + € (1 Ep): ( ) 
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Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir F (r), wodurch F (r) bis auf 
eine Konstante bestimmt ist. Ein partikulires Integral dieser Differentialgleichung 


lautet 
Fwy = c¢°!, (57) 


wobei 


NE a ee See 
2 4 ste 
zu setzen ist. Damit wird beet 
w=r(1—pil— 2p), (58) 


Mit (58) werden die Spannungen 
o,=pg(V2 VK ) +6, 
op=pg(V2 VK ) + Cp; (59) 
oy = Kg hive) Bee 
Die Randbedingung o, = 0 fiir r=r, fihrt aut 
0, = 0p = 0, 
0, = (Ky — 4) g (V2 VK ). 


Durch (60) ist der Zusammenhang zwischen den Dehnungen und Spannungen beim 
einachsigen Spannungszustand gegeben. Hierbei ist zu beachten, da8 die Dehnung 


Em mee Cc Ant ay 
ie het 2\ ez L 


(60) 


ety, 2 
ist. Im Rahmen der GleichmaSdehnung la8t sich (60) zur Bestimmung der Ver- 
festigungsfunktion heranziehen. 
Beginnt sich der Stab einzuschniiren, so ist die Bedingung 
Cp 0 ah 6 0 


fiir alle z nicht mehr erfiillt, so daB die Verfestigungsfunktion in ihrem gesamten 
Verlauf nicht durch den Zugversuch ermittelt werden kann. Aus diesem Grunde 
soll nun das Rohr unter Innendruck durchgerechnet werden, das sich mit der strengen 
Theorie ebenfalls noch’ bewaltigen laBt. 


b) Das gezogene Rohr unter Innendruck. 


Macht man den Ansatz 
b= (nh eae Ke (61) 
und geht damit in (53) ein, so erhalt man die Differentialgleichung 


du V2x+1 


I dr 


, 62 
ee (62) 
wobei zur Abkiirzung gesetzt wurde 

a 
ps2 Ke 
Die physikalisch mégliche Lésung von (62) ist 


4 


ure |Win PURSE. (63) 
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Geht man mit (63) in (2) ein, so wird 


ea Te (64) 
_Vrite +¢ 
=Qx4+ Dh’ (65) 
VF +e oe 
be gga ST sa BY yaa a (66) 


Die Dehnungen sind damit 


1 Bat Be aod) chad 
E> = a SSS 


| 
U 
| 


1 67 

els) (67) 

& = see 
Mit Ky = 0 und ¢ <7 erhilt man aus (67) die bekannten Dehnungen aus der 
Be ictheone 

Cc Cc 

Sf == Op? Ep = Diy? ? E, = 0. 

Die Spannungen werden damit 
; 1[(2x+1)—V2x+1]rt+e ~~ > 
ah teins V2%+1r?—e f g (V2 ye ) 
(68) 


oe =z (1— 2x41 +S) g(/2 VE ), 
a Se ne VK. y 


Die Gl. (68) erfiillen die Gleichgewichtsbedingung (18). Der hydrostatische Spannungs- 
zustand wird 


ed 


a dr + ¢, =C (p). (69) 


Mo, 
o, = — | dr + ¢,, 


eco ce c peerage (70) 


GG 1/2. VK )+ 


p=: 


Wird in (70) K, = 0 und c, = 0 gesetzt, so erhilt man den Spannungszustand fir 
das dickwandige Rohr unter Innendruck. Mit Ky = 0 ergibt sich das dickwandige 


gezogene Rohr. 


IX. Ermittlung der Verfestigungsfunktion. 
Wird ein diinnwandiges Rohr durch einen Innendruck und einen Langszug_ be- 
ansprucht, so 1aBt sich daraus die Verfestigungsfunktion bestimmen, wenn an der 


AuBenwandung des Rohres die Dehnungen gemgesen werden. 
iss 
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Mit der Randbedingung o, = 0 fiir r =r, geht (70) tiber in 


0, = =| : (Aer ee es at al ut 7) +4) 9(y2 VK) dr, (71) 
bo= Lee ie 5)9 (V2 VE) aes (72) 
fame Bee Ly (/2 /K ) +o,. (73) 


Zur Abkiirzung wurde in (71), (72) und (73) gesetzt 
33 2K 
= 1 mie Fe 


Da die Versuche an einem diinnwandigen Rohr ausgefiihrt werden, so ist in erster 
Anniéherung 


V2 VK = (Erg Seg) “legs = ep) or (é,, — &)° (74) 
mit 
=e. TOP, few: 


ei, 


Geht man mit (74) in (71) bis (73) ein, so erhalt man, da g(|/2 VK) als eine von r 


und z unabhingige Funktion angenommen werden kann, die mit g (V2 /K ) be- 
zeichnet wird. 


EVE) | z(u—ljr+e | & ce \ dr 
ghee 9 (4 pr—e (l— ) 4 +) 


2 K ) —]1 Ae , 
g(ye 1 (4 er al #) 4 =) Oe; 


7 HEVE) fms Gees Dacre aes 


bre—e 


| 
a 
{ (75) 
| 


Die Konstanten c und K, lassen sich aus den Bedingungen 


AL AL \2 

e,, =Kyx —3( 7 iv (76) 
a 1 Gad se : 

ao a (77) 


bestimmen. 
Setzt man die Verfestigungsfunktion in Form einer Potenzreihe an, so ist 


f(V2 VK )=6/2 VK +20K+..., 
g(V2 VK )=6+0/2 VK +.. 


Bei den Versuchen halt man den Innendruck p,; konstant und iindert den Axialzug. 
Aus (75) erhalt man die Gleichung fiir den Axialzug 


"a 


MCR ic w(u—1)r?+¢ ,  20F" 
mg (V/ yK)\ [2K oe alice + Tre rdr. (78) 


n% 


Mift man bei den Axialbelastungen P, P,... P; jeweils die dazugehérigen he Geeks 
so ist durch (78) ein lineares Gleiohiingespsvien gegeben’ aus dem die Konstanten £, 9, . 
ermittelt werden kénnen. 

(Eingegangen am 4. November 1952.) 


W. Zerna: Berechnung von Translationsschalen. 18] 


Berechnung von Translationsschalen. 
Von W. Zerna, Hannover. 


Mit 3 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Alle fiir die Berechnung des Membranspannungszustandes, des Form- 
anderungszustandes und der Randstérungen von Translationsschalen erforderlichen Gleichungen 
werden aufgestellt. Die Membrantheorie wird auf eine Differentialgleichung fiir eine Langskraft, 
der Formiinderungszustand sowie das Randstérungsproblem auf Differentialgleichungen fiir 
die Normalverschiebungen zuriickgefiihrt. 


Summary. The report contains all equations which are required for calculating the membran 
state of stress, the deformation state, and the edge effect of translation shells. The 
membran theory is reduced to a differential equation for a stress resultant, whereas the 


deformation state, and the edge effect are reduced to differential equations for the normal 
displacements. 


Résumé. Le rapport contient toutes les équations pour le calcul de l’état de tension du 
diaphragme, de l'état de déformation, et des dérangements marginaux d’enveloppes de translation. 
La théorie de diaphragme est réduite & une équation différentielle pour une force longitudinale, 
tandis que l'état de déformation et le probléme des dérangements marginaux sont réduits & des 
équations differentielles pour les déplacements normaux. 


1. Einleitung. 


Wird langs einer ebenen Kurve eine zweite ebene Kurve, deren Ebene senkrecht 
zur Ebene der ersten Kurve steht, parallel zu ihrer Ausgangslage verschoben, so 
entsteht eine Translations- oder Riickungsflaiche. Eine Schale, deren Mittelflache 
nach einer solchen Flache geformt ist, bildet eine Kuppel tiber rechteckigem GrundriB 
und heift Translationsschale!. Derartige Schalen stellen fiir die Uberdachung weit- 
gespannter Raume, wie Hallen u. dgl., auBerst zweckmaBige Konstruktionen dar. 
Threr praktischen Anwendung stand bisher jedoch entgegen, daB kein hinreichend 
brauchbares Rechenverfahren verfiigbar war, insbesondere fiir die Untersuchung 
des Forminderungszustandes und der Randstorungen, worauf bei allen nicht ganz 
einfach gelagerten Fallen nicht verzichtet werden kann. Lediglich der Membran- 
spannungszustand ist bisher behandelt worden, wobei fiir die numerische Lésung 
die Differenzenrechnung zur Anwendung gelangt, was bei derartigen Problemen 
wohl der zweckmaBigste Weg zu sein scheint. In der Literatur sind bisher zwei Ver- 
fahren zur Bestimmung der Membranspannungen angegeben. Das eine Verfahren? 
fiihrt auf eine Differentialgleichung fiir die Schubkrafte, das andere Verfahren® auf 
eine Differentialgleichung fiir eine Spannungsfunktion. Beide Methoden sind fir 
die Berechnung mittels Differenzenrechnung nicht sehr geeignet, da im ersten Fall 
eine gesonderte Berechnung der Randwerte notwendig ist und im zweiten Fall die 
gesuchten GréBen als zweite Differentialquotienten der Spannungsfunktion zu be- 
stimmen sind, was umstandlich ist und Ungenauigkeiten in sich birgt, wie tberhaupt 
die Einfiihrung einer Spannungsfunktion, die selbst ja gar nicht interessiert, einen 
Umweg bedeutet. ; ; 

Translationsschalen stellen nun aber einen Sonderfall einer allgemeinen Flachen- 
klasse dar, die von Zerna‘* behandelt worden ist. Das Problem der Bestimmung des 
Membranspannungszustandes lat sich danach auf eine Differentialgleichung fiir eine 
Funktion zuriickfiihren, die, abgesehen von einem Faktor, eine Langskraft darstellt, 


1 Der Vorschlag, Schalen nach Translationsflachen zu bilden, stammt von F. Dischinger, 
vgl. F. Dischinger und U. Finsterwalder: Bau-Ing. 9, 807 (1928). 

2 W. Fliigge: Statik und Dynamik der Schalen, 5. 91. Berlin. 1934. 

3 A. Pucher: Bau-Ing. 18, 118 (1938). 

4 W. Zerna: Ingenieur-Arch. 19, 228 (1951). 
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was fiir das praktische Rechnen nach dem Differenzenverfahren oder auch anderer 
numerischer Auflésungsmethoden von betrachtlichem Vorteil ist. 

Die vorliegende Arbeit behandelt die vollstandige Berechnung der Translations- 
schalen, und zwar wird der Membranspannungszustand nach dem erwahnten Verfahren 
von Zerna behandelt, der Formainderungszustand untersucht und die Randstorungen 
berechnet.° 

2. Geometrische Beziehungen. 

Bezeichnen x und & zwei Parameter, so laBt sich der Ortsvektor r eines Punktes 

der Mittelflache einer Translationsschale durch 


t =a (x) + E(§) (1) 
ausdriicken. Darin ist a der Ortsvektor der Erzeugenden K und f der Ortsvektor 
der Querschnittskurve C (Abb. 1). In einem rechtwinkeligen rechtshandigen 

Koordinatensystem, dessen Achsen durch 
die Einheitsvektoren i,, t:, i; festgelegt 
sind (Abb. 1), kénnen a und f durch 
a=L#i, + y (9) ie, | 
: f=lIpistn(yir J 
| dargestellt werden, wenn 


een? opie Mma (3) 


dimensionslose Koordinaten bezeichnen 
mit LZ und J als GrundriBabmessungen 


(2) 


- der Schale. Ableitungen nach # werden 
durch Striche, nach » durch Punkte an- 
gezeigt. 

Die Basisvektoren der Fliche folgen 

é aus (1) und (2) zu 

Abb. 1. Mittelfliche einer Translationsschale. g=r=Lity't, | (4) 


Weiterhin folgt daraus Q@g=r=lis +7 te J 


ey aS y im er a ey’ = 0, es" — Ce i (5) 


Die Koeffizienten der ersten Fundamentalform (Komponenten des Maftensors) er- 
rechnen sich aus (4) zu 


ea RS tere Pe OP 
$12 = 9 =A ey, (6) 
Jon = 2° @2 = P+ 9. 
Die Determinante des MaBtensors ergibt sich damit zu 
9 = 9192 — He = (LIP + Py? 4+ By. (7) 


Die kontravarianten Ma®Bzahlen des Maftensors lassen sich mit Hilfe von (6) und (7) 
aus 


1H ee O88) eee AN Py Om 
| g gee OG Paes eo (8) 
bestimmen. Der Normalvektor e, der Mittelfliche errechnet sich zu 
laws V9 e3 =e) Kt =by i, —Lli, + Ln: is. (9) 


J Fur die Uberpriifung aller Ableitungen und Formeln ist der Verfasser Herrn Dipl.-Ing. 
Goswin Mittelmann zu Dank verpflichtet. 
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Die Koeffizienten der zweiten Fundamentalform der Fliche ergeben sich zu 


a en ee Lly” 
iy ae nie-al ae 
foe Vg 
by, = bai = eg C1" = 0, b (10) 
Lig | 
i =6, eo = Sa 
22 3 2 V9 | 


Aus 6,, = 0 ist zu erkennen, da das gewihlte Koordinatennetz konjugiert ist, wegen 
9i2 + 9 stellt es aber nicht das Netz der Kriimmungslinien dar. Aus (10) folgt 
mittels (6) 


b= gb, = Ll Oe: rm) 
by = 9? da = ae Zz 

ot 
i (11) 
b= gy, = — Ee) 


3. Membranspannungszustand®, 


Die Langskrafte mégen mit N, und JN,, die Schubkrafte mit 7 bezeichnet 
werden, ihr positiver Wirkungssinn ist aus Abb. 2 ersichtlich. Die Belastung der 
Schale sei durch den Belastungsvektor » in der Form 


DSFeh a Pel Pet (12) 


gegeben, worin i=f=li,;+ 7 it, und ps, p,, p im Richtung der Koordinaten- 
achse i,, der Tangente und Normale an die Querschnittskurve verlaufen. 


ee 


Ge Nee 


ne 


cee 
Mp 
Abb. 2. Langs- und Schubkrafte. Abb. 3. Biege- und Drillingsmomente, Quer- 
krafte. (Der Drehsinn der Doppelpfeile ent- 
Es werden reduzierte Langskrafte und spricht Rechtsschrauben.) 
Belastungskomponenten eingefiihrt, indem 
gesetzt wird n° sal ; 
No=|/ 2 Noe ag |/ 22 ny, (13) 
911 G22 
Po=V9Ps, ~Poe=V9Pe p=V9r.- (14) 


Mit Verwendung der definierten reduzierten Groen lassen sich die Gleich- 
gewichtsbedingungen der Membrantheorie in der Form darstellen: 


Wy HPS = 0; (15) 


6 Die Berechnung des Membranspannungszustandes erfolgt nach W. Zerna: Ingenieur- 
Arch. 19, 228 (1951). 
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, ‘ a) py” py Pe isa 
#k + Ve + en —n QP Pee 7 Not Po pn —n iG ’ 
= oy = py no Po 
Ti me Ns» quay Olas Da ee (16) 


Diese drei Gleichungen lassen sich auf eine einzige Differentialgleichung fir N, zuriick- 
fiihren, diese lautet: 


— nie ‘ ie easy of ye Hikenvae ye" i 2 ( ‘pon )' N. = 17 
Ngee " No 2 ye? Ns ml 1 ‘eat | (17) 
worin 2 
fe oe =e ° Po 
g=— {Pe —Py + Pt (GS) Pt Eh (18) 
mit 
_= gy Pe 
Pi=Po— (oy —a) L? - (19) 
nh ae mt ‘ p 
Pa Cie y’ Po 


Einftihrung von 


Cex =~ Ne (20) 
und 
q=—7 (21) 
bringt (17) in die Form 
OO" 4 19 a (22) 


womit die den Membranzustand der Translationsschale beschreibende Ditfferential- 


gleichung gefunden ist. Sind am Rande der Schale die Langskrafte VN, bzw. N, vor- 
geschrieben, wie dies fast stets der Fall ist, so sind bei Beachtung von (20) und (16) 
auch sofort die Randwerte der Funktion ® bekannt. Damit li8t sich dann (22) mit 
Hilfe der Differenzenrechnung oder einem anderen Naherungsverfahren ohne Schwierig- 


keit losen. Ist ® gefunden, so folgt N, aus (20), N, aus (16) und 7 aus (15). 


4, Formanderungszustand. 
Der Verschiebungsvektor » eines Punktes der Mittelflache werde in der Form 


angesetzt, worin also v, wu, w seine Komponenten in Richtung der Koordinaten- 
achsen 1, t3 und der Flachennormalen sind. Die Ableitungen von y nach # und 
ergeben sich zu 


yp =v't, + uw’ is + wes + wes, | 


(24) 
y= Uy + U'lg + Wes + WE’. J 
Die Verzerrungskomponenten der Mittelfliiche errechnen sich aus? 
Oy, = 1° D', Mag = Cg'D', 2 op =A, v° +e: 0’. (25) 
Werden nun die Beziehungen 
Q:°@3 = — Dy, Cy * Og" = — Dog, \ ae 
€y es’ = — 0 ts SI — Oy, = 0 { 9) 


7 Vel. W. Zerna: Ingenieur-Arch. 17, 149 (1949). 
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beriicksichtigt, so folgt aus (25) mit (24) 
a EE — Wb, ayy = 1 — wh, ee, = Le +1u’. (27) 
Werden aus den Gl. (27) w und v eliminiert, so ergibt sich 


we by, + Ww" beg + 2w by + 2’ bos’ + w by + wby" + A = 0, (28) 
worin 


A = 041" + Ogg” — 2 O49". (29) 


Der Ausdruck (28) ist eine Differentialgleichung zur Bestimmung der Normalver- 
schiebung w. 


Das Elastizititsgesetz, das den Zusammenhang zwischen den Schnittkraften und 
den Verzerrungen vermittelt, lautets: 
Et 0) = Hay, Ne + 2 Ay T + Hy N,, 
Et O22 = Hye, No + 2 Hoo2 T + Heoo2 Nos (30) 
Wt, = Hrs No +2 Hines T Bisse N,. 


Darin bedeutet EH den Elastizitaitsmodul, ¢ die Schalendicke und 


H (911)? c? er ys) 
tt ‘has 2 2>//2 25792” 
Vg V(L1? + Py? + Lin 
2 ee, Gir Jors - yy A= pee 
Aye = Ay = ie Vile+Py? tie, 
H.-H... feed _ Or yh) + Py? + 1497] 
1122 — 449911 ae Va DP yee F 7 
912922 ny (P + n°?) 
H = H,,,,. = 43 = : 
2212 1222 Vg V(L 1)2 =e [2 y? ab L?2 ne? 
2 RP +2)2 
Hoy = 9 Pt 


Vg V (LIP + Py? + Ly?’ 
H.... = 2 t9unIeteg _ (ny? + (+ y%) (C+ 9%) +e lL)? + Py? + Ly] 
pen 2Vg 2) (Lie + Py? + Ly? 


worin (6) und (7) benutzt und mit w die Querkonstruktionsziffer bezeichnet ist. 


> 


Sind die Schnittgr6Ben des Membranspannungszustandes ermittelt, so folgen 
aus (30) die Verzerrungskomponenten und damit laBt sich dann aus (28) die Normal- 
verschiebung w bestimmen. Aus (27) lassen sich damit weiterhin die Verschiebungen wu 
und v errechnen. Die Randbedingungen fiir w, die zur Lésung der Differential- 
gleichung (28) bendtigt werden, folgen ebenfalls aus (27), es gilt n&imlich fir die 
Rander y = gy, und #= A, 


Oy — Lv’ 
w (Po) = aS ele 


11 
Xno— EU" 
Ww (Ao) = | =, - ), as) an 


WOTIN % 11, X22 gemaB (30) bekannt sind, b,, und b,, bestimmen sich aus (10) und v’ (gp) 
sowie w* (%) konnen beliebig vorgeschrieben werden, was damit zusammenhingt, 


(31) 


8 Vgl. W. Zerna: Ingenieur-Arch. 17, 149 (1949). — A. E. Green und W. Zerna: Quart. 
J. Mech. appl. Math. 3, 9 (1950); Theoretical Elasticity. Oxford (im Druck). 
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daf jede Flache, die keine Hifliche ist, dehnungslose Verbiegungen erfahren kann, 
also solche Verbiegungen, die keine Verzerrungen der Mittelflache hervorrufen und 
damit den Membranspannungszustand nicht beeinflussen. 


5. Randstérungen. 


Mit Hilfe der Membrantheorie lassen sich langs der Rinder der Translationsschale 
im allgemeinen nicht alle gewiinschten Randbedingungen erfiillen, so da die langs 
ihrer Rander beanspruchte, im tibrigen aber unbelastete Schale untersucht werden | 
mu. Bei Schalen mit positivem GauBschem Kriimmungsmas, das der hier betrach- 
teten Translationsschale zugrunde gelegt werde, ergibt sich nun, da infolge der 
Beanspruchungen an den Réindern ein Spannungszustand entsteht, der von den 
Randern ausgehend sehr schnell abklingt und als Randstérung bezeichnet wird. 


Es werde ein Rand » = g, = const. betrachtet. Die Randstorungen, die von 
diesem Rand ausgehen, sind dadurch gekennzeichnet, dafi die GroBenordnung aller 
Funktionen, die diese St6érung beschreiben, durch Differentiation nach g zunimmt, 
durch Differentiation nach # jedoch unverandert bleibt. Es konnen daher naherungs- 
weise alle Funktionen auBer denen mit den héchsten Ableitungen nach p vernach- 
lassigt werden. Hinsichtlich eines Randes @ = 3) = const. gilt Entsprechendes. 


Mit diesen Voraussetzungen lat sich das Problem der Randstorung fiir den Rand 
~ = %) = const. niherungsweise auf zwei Differentialgleichungen zurtickfiihren, die 
mit den eingefiihrten Bezeichnungen die Form haben?: 


(g2)2" + ae w =0, 
ha (32) 
(922)2 w* ee We= Oy 
Darin ist 
= \gNn 2 Slew =e (33) 
Fiir einen Rand # = #, = const. gilt entsprechend 
(g4)2 yw ate a8 = 0, | 
‘x 34) 
yea Shae ( 
(guym” — “Gs w— 0, 
mit 
WV gNe WV Ge, sea Ve (35) 


Die Normalverschiebung ist jetzt mit w bezeichnet, um sie von der mit (32) be- 
schriebenen Randstorung zu unterscheiden. 


Die Differentialgleichungen (32) bzw. (34) lassen sich auf eine einzige zuriick- 
fiihren, es ergibt sich fiir die Randstérung am Rand y = q, = const. 


we 4 kotw = 0 (36) 
und fir die Randstorung am Rand # = #, = const. 


w''’ +4ketw = 0. ou 
Darin ist ee 


, — V0) | / 8 


“p Vig? on” (38) 


° Vgl. W. Zerna: Z. angew. Math. Mechan. 30, 370 (1950). 
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/3 0 3 
pl a etd / bf (39) 


Vtg 911 


Ist w bzw. w aus (36) bzw. (37) bestimmt, so berechnet sich die Funktion Y bzw. ¥ 
aus (32) bzw. (34) und damit sind dann auch gemii® (33) baw. (35) die Langskrafte 
und die Schubkriafte bekannt. 


Die Biegemomente M,, Ms, die Drillungsmomente Mos, My, und die Quer- 
krafte Q,, Q» sind mit ihrem positiven Wirkungssinn in Abb. 3 dargestellt, sie er- 
rechnen sich im Rahmen der eingefiihrten Naherung aus 

9) Mss 2a ae 
fiir die Randstérung am Rand 


Ms — Bw (1a 
os at og © = % = const. ie 
Q == Le Pape gz Vg” 
Ms = Bw" ge; 
M,o= — Bw" g® / Goo (lien); fiir die Randst6rung am Rand (41) 
Iu == Te == Const. 
QO =—Bw'' yg 
In (40) und (41) bedeutet 
p.__#* 
oT) 


Da nur die héchsten Ableitungen aller auftretenden Funktionen bei der Unter- 
suchung der Randstérung beibehalten worden sind, lassen sich im Sinne dieser 
Naherung nur Randbedingungen fiir die Normalverschiebungen und deren Ableitungen 
erfiillen und die Erfiillung dieser Randbedingungen beeinfluBt bis zur Ordnung der 
angewandten Naherung nicht solche Randbedingungen, die bereits durch die Membran- 
theorie erfiillt worden sind. 

AbschlieBend sei noch kurz die Losung der Differentialgleichung (36) fiir den 
Sonderfall k, = const. betrachtet, der sich durch entsprechende Veranderlichkeit 
der Schalenstirke praktisch fast immer verwirklichen lat. Die Differentialgleichung 
hat in obigem Falle die allgemeine Lésung 


w= eo *e? (C, cosk, p + C, sink, @), 
+e? (C,cosk,~ + C,ysin k, 9). 


Darin zahlt die Koordinate ¢ vom Rand aus und C, bis C, sind beliebige Funktionen 
von #. Die Voraussetzung des schnellen Abklingens von w erfordert, daB C; = OC, = 0 
gesetzt wird, so dai die Loésung lautet: 


Tila e*e? (C, cos k, p + C, sin k, ). (42) 


Wie daraus zu erkennen ist, andert w tatsaichlich beim Differenzieren nach » seine 
GréBenordnung mit dem Faktor k,, der gro ist, sofern die Schale nicht sehr flach 
ist. Flache Translationsschalen miissen daher nach einer besonderen Theorie behandelt 


werden?®, 


10 Hine allgemeine Theorie flacher Schalen (shallow shells) findet sich in Green-Zerna: 


Theoretical Elasticity. Oxford (im Druck). 
(Hingegangen am 28. November 1952.) 
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Querschwingungen von Tragern mit Feder und Zusatzmasse. 
Von Hans Egger, Graz. 
Mit 11 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Berechnung der Eigenschwingungen und erzwungenen Schwingungen 
eines zusammengesetzten Systems, bestehend aus einem beliebig gelagerten Trager (konstanter 
Querschnitt, Masse m) und einer an einem Punkte des Tragers federnd aufgehangten Zusatz- 
masse M. 

Numerische Ermittlung der Eigenschwingzahlen fiir den Fall des Kragtragers (Masse M am 
Ende des Tragers) und fiir den beidseitig frei aufliegenden Trager (Masse M in Tragermitte). 
Naherungslésungen fiir die Grundschwingzahl. 


Summary. Calculation of the natural vibrations and the vibrations caused by external forces 
of a composite system, consisting of a beam supported ad libitum (constant cross-section, mass m) 
and an additional mass © elastically suspended from a point of the beam. 

Numerical ascertainment of the natural vibration values for the special case of the cantilever 
(beam fixed at one end only) (mass M at the end of the beam) and for the beam freely supported 
at both ends (mass M in the middle of the beam). Approximative solutions for the basic vibration 
value. 


Résumé. Calcul des vibrations naturelles et des vibrations causées par des forces extérieures 
d’un systéme composé d’une poutre & appuis queleconques (section transversale constante, masse ™m) 
et une masse M additionnelle suspendue élastiquement d’un point de la poutre. 

Constatation numérique des valeurs de la vibration naturelle dans le cas d’une poutre en 
porte-a-faux (poutre encastrée seulement & une extrémité) (masse M au bout de la poutre) et 
dans le cas d’une poutre appuyée librement aux deux bouts (masse M au milieu de la poutre). 
Solutions approximatives pour la valeur de la vibration de base. 


Einfiihrung. 


Im folgenden werden die EKigenschwingungen und erzwungenen Schwingungen 
eines zusammengesetzten Systems, bestehend aus irgendwie gelagerten Tragern mit 
konstantem Querschnitt und einer konzentrierten Masse M, die an einem Punkt 
des Tragers an einer Feder F befestigt ist, untersucht. An einer Stelle des Tragers 
wirke auBerdem eine erregende Kraft P von periodisch wechselnder GréBe (Abb. 1). 


VU 
Abb. 1. Abb. 2. 


Diese Untersuchung mag von Wert sein fiir die Fille federnder Lagerung von 
Maschinen auf Tragern, Gertisten, Fundamenten u. dgl. und fiir die dynamische 
Dampfung von erzwungenen Schwingungen. 

Dana Young? untersuchte die Kigenschwingungen und gedimpften Schwingungen 
von zusammengesetzten Systemen, die im Gegensatz zu dem hier betrachteten Fall 
Masse und Feder vertauscht haben (Abb. 2). 

Zur Herleitung der exakten Schwingungsgleichungen trennt Young Trager und 
Masse und macht fiir die im Punkte A iibertragene Kraft P den Ansatz P = P, sin w t 
mit @ als unbekannter Kreisfrequenz der Eigenschwingungen des zusammengesetzten 
Systems. Der weitere Verlauf der Rechnung verlauft analog zu einem von Courant- 


1 Dana Young: J. appl. Mechan. 15, 65 (1948). 


Querschwingungen von Tragern mit Feder und Zusatzmasse. 189 


Hilbert? angegebenen Rechnungsgang fiir die erzwungenen Schwingungen eines 
Systems von unendlich vielen Freiheitsgraden. 

Im hier behandelten Falle wird von dieser Methode kein Gebrauch gemacht, 
sondern mit Hilfe der Lagrangeschen Gleichungen aus den Ausdriicken fiir die kinetische 
und potentielle Energie des zusammengesetzten Systems die Differentialgleichungen 
fiir die Bewegung gefunden, ein Weg, wie er von 8S. Timoshenko? bei der Unter- 
suchung der erzwungenen Schwingungen von Tragern eingeschlagen wurde. 


Aufstellung der Bewegungsgleichungen fiir die Eigenschwingungen. 


Bekanntlich gilt fiir die Eigenschwingungen eines Tragers von konstantem Quer- 
schnitte 7, der Linge / und der Masse m unter den iiblichen Voraussetzungen (Ver- 
nachlassigung von Rotationstrigheit und Einflu8 der Schubkriifte) die Differential- 
gleichung 


aty (£, t) m O*y (x, t) 
Ld dat 7 l ot} 


worin y (x,?) die Auslenkung an der Stelle a zur Zeit ¢ ist. Mit «4, =F = “ als 


Masse pro Langeneinheit gilt weiters fiir die Eigenfunktionen z, (2) 


see) 


d4z,, (x) by O72 
dx = ET can (x) — 0. 


Die w, sind die Kreisfrequenzen der Eigen- 

schwingungen. Im weiteren werden die Eigen- 

funktionen als normiert angenommen, so daB gilt 
3 

Vit. (22 (Z)de=—0 (v9 + 2), (Va) 


z=0 


I 


1g, 2° (2) a2 = 1. (1b) Abb. 3. 


r=0 
Im Punkte x = /, des Tragers sei eine masselos gedachte Feder mit der Feder- 
zahl ¢ | befestigt, an der eine konzentrierte Masse M hangt. Die Auslenkung 


eines Punktes der Tragermittellinie von der statischen Ruhelage werde mit y (2, ft) . 
und die Vertikalverschiebung der Masse M aus der Gleichgewichtslage mit 7 (t) be- 
zeichnet (Abb. 3). 

Der Ausdruck fiir die potentielle Energie V des Gesamtsystems lautet dann: 


l 
. EJ ({ @ ,t)]2 1 
eae | ce ol da 4 3 [ny (t) — y (4 bP. (a) 
a=0 
Fiir die kinetische Energie 7’ gilt 
l 
peo : : 
ra eee ee arc (b) 
r=0 


Als allgemeiner Ausdruck fiir y(z,¢t) bei den Querschwingungen des Tragers 
werde eine unendliche Reihe von der Form 
co 
wa 
y (x, t) = ey (x) p, (t) (2) 
v=1 
2 Courant-Hilbert: Methoden der Mathematischen Physik, Bd. I, 8. 240. Berlin: Springer- 


Verlag. 1924. 
3 §. Timoshenko: Schwingungsprobleme der Technik, S. 225ff. Berlin: Springer-Verlag. 


1932. 
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angesetzt, worin p(t) eine periodische Funktion der Zeit und z; (a) die k-te Higen- 
funktion des Triigers (ohne Feder und Masse M) ist. Im folgenden erstrecken sich, 
wenn nicht anders bemerkt, alle Summationen von Eins bis Unendlich. Hochgestellte 
rémische Ziffern bedeuten Ableitungen nach x, wihrend tbergesetzte Punkte Ab- 
leitungen nach der Zeit bedeuten. Da nach (2) 


so ist 
Cry |2 
eee] = OD BeBe eel at 
und damit 
l 1 
ee : 
| a * dx ie pee | CP ASE ART, Ir 
z=0 tt ee z=0 
Aus 
EJ 2,3) = wy oO 2 
folgt 
: d ow,” (uu oa v), 
EJ | eh eRe Oe | liq2p eae = 
z=0 a=0 lo (mu 1”); 


Mit Hilfe partieller Integration wird weiters 
l l 
| ae g,da—\2,8 Zul aes an} + \ ee he 
x=0 x=0 
und da die in den eckigen Klammern stehenden Produkte zufolge des an den Randern 
des Tragers geltenden Bedingungen verschwinden: 


Y d Ov (u = v) 
LN eee | 2% z,da— % BI ‘ 
e=0 e=0 0 (u + v). 
Also ist 
i 
BJ ¢{ @y]2 Sos 
5 i da => DS, Po* w,*. (c) 
: a) Ms 
Mit 


Yy (11, t) a >, ey (a) Pr (t) 


ergibt sich gemaf (a) und (c) als Ausdruck fiir die potentielle Energie 


1 : 4 
Vad pe on? + el — 2 1d) De eo (hh) +S) Bo Pr 2a (lh) % (1). ©) 
v0 1 2 ; 

Aus 
Oy (x, t) .7 . 
aa ee ey (x) Pr (t) 

v 
und 


folgt bei Beachtung von (la): 
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womit sich fiir die kinetische ee F sien 
T= = By? a a 1 Mi, Wy. (e) 


p, und 7 haben hierin die Bedeutung von generalisierten Koordinaten. Die Anwendung 
der Lagrangeschen Gleichungen erfordert die Bildung folgender Ableitungen: 


ee pa Pe eT 
Oy, = Pr a "> Opa aa. ane ae a 
av av 

fae ag 


V 
pg = POEL |— 220 (h) +20) S Pree (h) +20 WIS Pe 2 hd] = 


= Pp, @,2 + € 2, (1) uae (1) Po ) 


OV 
én. a In a Pv % (4)| : 


Mit diesen Ausdriicken ergeben die Lagrangeschen Gleichungen die folgenden 
unendlich vielen simultanen gew6hnlichen linearen Differentialgleichungen II. Ordnung, 
welche die gesuchten Bewegungsgleichungen fiir die Eigenschwingungen des zusammen- 
gesetzten Systems sind. 


Pr + py @7 + C 2, (1,) Le + 'p, Sy Cy) = 0) (se 1,2... 269), (3a) 
Mij+ on — 2) Po % (1) =. (3b) 


Integration der Bewegungsgleichungen. 
Es ist leicht ersichtlich, daB sich 7 aus dem System der Gl. (3) eliminieren la8t. Mit 


oar. (4) 


als Kreisfrequenz der Eigenschwingungen des Federpendels lautet nach Durch- 
fiihrung der Elimination das lineare, homogene Differentialgleichungssystem IV. Ord- 
nung fiir die Variabeln p, (k = 1, 2,...): 


Di coe ee y?) Dy + C2, (h) & Po Zy (4) + Yo? p,=0. (bk =I, 2,...) (5) 


Als Lésungsansatz wird A 
Pr iaatA ae (k= We 2a) (6) 


verwendet, mit 2 als gesuchter Kreisfrequenz der Eigenschwingungen des zusammen- 
gesetzten Systems. Nach einiger Umformung geht nach Kinfthrung von (6) das 
System (5) tiber in das lineare, homogene algebraische Gleichungssystem fiir die 
Unbekannten cg 

A, (@;2 — Q?) (y* — 2%) — c Dz, (,) D' % (4) 4, = 9 (kK = 1, 2,...). (7) 
Multipliziert man diese Gleichungen jeweils mit 2, (1,) a ==11; 2...) und ‘dividiert 
jede der Gleichungen durch (,? — 7 (pt 17) (k 1, 2, re so folgt 


a l 
2 (11) Ay 1 a Peg Age 0 (k= 1,2, 25). 
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Eine Summation aller dieser Gleichungen ergibt 


+7 Gon) Bh) 
> 2% (hh) Ar — eee res D> aha =o. 
k=1 


k=1 = 


Andert man den Summationsindex im ersten Gliede der vorstehenden Gleichung, so 
14Bt sie sich umformen in das Produkt 


co 
c 2? %° (11) 


v2 — 2? Ea oO, — 


1 == ih 0). 


|S %y ny 


w=1 


Die gesuchte Frequenzgleichung des betrachteten Systems lautet demnach, da 
co 


Das, (l,) A, + 0: 


Ca 


Das Verhaltnis aD gemaB 
i Ax Zp (ly) wy? — 22 9 
A, 4 (4) o,%—2 (9) 


befriedigt das Gleichungssystem (7), wie man sich durch Hinsetzen iiberzeugt: 
(l 7 »(l 2__ 2 
SETS (ot — 2) (2 — ) — 6 Mah) 3) a GS Gy oh — or = 
2h (7;) 
~ & (4) 


(6 (Oe Bye) 
(a? = 02%) (7 — 2%) 11 — 2 — Q2 ps Oo, lie =, 


3] 


GemaB (6) und (9) lautet also die Lésung des Systems von linearen Differential- 
gleichungen (5) entsprechend den unendlich vielen Lésungen 2, (t = 1, 2,...) der 
Frequenzengleichung (8): 


men eee 
pip Sg ee ea Oe ol prensa 


aes | 
2 2 
oder mit y is eer = 5: 
2, (1) 
r=) Boao (10) 
eal 


Aus der Gl. (3a) erhalt man fiir 7 (f): 


Pr + Ox? Px 
fa Ses 
(!) C 2p (0,) 


HD Pez (i) 
v 
Unter Benititzung von (10) und (8) wird 


Du + O12 Dy = % (hh) Dd) By a 


und 
i Qt 


. 2 
pe 2y (1,) =>! ey (> B, %, (11) prey =) B, e ot 8 am 
v v © : : ; 


T 
a Ly ia,¢ v2 — 25 
a Bre ~ eee 
Tv 
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Setzt man diese Ausdriicke in die Gleichung fiir 7 ein, so erhalt man nach kurzer 
Rechnung 


co 
i Bey 
n= ap Dae". (11) 


Da y (x,t) =3’p, (t) 2 (x), so ist mit (10) 


v 


\’ v bd} » (l 
y (x, y= Spee Seale ee (12) 
tml v=1 


Um mit dimensionslosen GréBen zu operieren, setze man 


5 = Cy (x) 
li, (2) =a Vm 5) (13) 
M 
oe, (14) 


worin m die Masse des Triigers und M die Zusatzmasse ist. Damit formt sich die 
Frequenzengleichung (8) um in 


= © yt_So" (41) 2 Cyr (4) 
Q2 l= it Oy? — Ce re 


On ae (sh (8) 


Bezeichnet man das Verhaltnis der Frequenzen Ne zur pace der Grundschwingung w, 
des Tragers mit A und das Verhaltnis der Eigenfrequenzen w, des Tragers zur Grund- 
frequenz @, mit 0,, also 


oder 


— 2 — % : rR 
A, y=— (15) 


Wy 4 


und fiihrt ferner zur Abkiirzung den schon von Young in seiner zitierten Arbeit! 
bentitzten Ausdruck 


7 fo? (hs) 
9g, (A) = id Sire ay (16) 
(peal 
ein, so stellt sich schlieBlich die Frequenzengleichung (8) in der Form dar: 
ee 
1 AP( ot)" = 095 (A). (8a) 
Unter Beniitzung von (13) und (15) erhalt man aus (10), (11) und (12) 
fel) yr Beeler yar 10 
Pe ym = eae (pl nan) (10a) 
1 = Br 42, 
n= spor aie" (tm =larezl= 2), (11a) 
(ie 
7 By 2 (2) be (l, 
y (x,t) = >) B, et PEN) )¢ ae (12a) 
artis v=1 


Zur Bestimmung der Konstanten B, miissen die Anfangswerte 


0 5 ; 
y(a,0), (AP), 4 (0) und 4(0) 


Ingenieur-Archiv VII, 3. 14 
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gegeben sein. Aus y (x,t) = >) p, (t) 2 (x) folgt nach Multiplikation mit «4, 2, (2%) 
v , 
und Integration tiber die Linge J gemai% den Gl. (1): 


\ i124 (a) y (a, t) da = py (0), 
z2=0 
1 


é at : 
su du = by () 


| [Hy 2 (%) 
z=0 
Man erhalt ein System von unendlich vielen algebraischen inhomogenen Gleichungen 
zur Bestimmung der Konstanten B,. 


Ware beispielsweise zur Zeit ¢ = 0 
y(#,0)=0, (2) =0, 40)=9, (0) =m 
also auch 
pr(0)=0, p, (0) = 9 (A = 1, 2,...), 
dann erhalt man mit 
B,é?«'= 6, cos 2, ¢ + D, sin. Q.4 


[da sich aus der Frequenzengleichung (8) paarweise entgegengesetzt gleiche Werte 2, 
ergeben] aus den Gl. (lla) und (10a) 


Cr Cy 
no M wo = S75, Oe ate ia (&k = 1, 2,...), 
) 


Tt 


Q, On 
0= D's D,, ty, o.? — A,* D, (i= i Gere 


Aus der zweiten Gruppe dieser Gleichungen folgt D, = 0. Fir C, laBt sich nach 


langerer Rechnung, die fir 3, 4, 5,... Unbekannte vorgenommen wurde, das Gesetz 
erkennen: 
co ‘ 
uses 
C= Mo2AZX,, worn X,=2— S 
fi (043) 
rg =e | Ay® 
(u + Tt) 


Die Gleichungen fir 7 (¢) und y (a, t) lauten dann 
n (t) = Hod, X cos Opt, 


y (x, t) = a>) APX, cos Q, tae 
2 <a" t 


Numerische Ergebnisse. 


Bei gegebenem c (Federzahl), m (Masse des Triigers) und M (Zusatzmasse) sind 


M : a3 : es 
a / ar und « =~ bestimmt und A? = (=) ist die einzige Unbekannte in der 
Frequenzengleichung (8a). Es ist klar, da die rechnerische Ermittlung des zu- 
gehorigen A?-Wertes aus dieser. Gleichung mit sehr erheblichem Zeitaufwand ver- 
bunden ist, wenn einige Genauigkeit angestrebt wird. Dagegen ist die Bestimmung 
des Wertes von y bei gegebenem « und angenommenem A aus Gl. (8a) mit groBer 
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Genauigkeit moglich, ein Weg, der schon von Young! eingeschlagen wurde. Eine 
graphische Darstellung von y als Funktion von A fiir verschiedene Massenverhiltnis- 


ziffern « erlaubt dann umgekehrt die Ermittlung der zugehérigen Werte A fiir 
gegebene y. 


Um den Vergleich der Ergebnisse mit denen der eingangs zitierten Arbeit von 


Dana Young! zu erméglichen, wird zuvor die Frequenzengleichung mit Einfiihrung der 


Federzahl c, einer einseitig eingespannten Blattfeder einer Umformung unterzogen. 
Ks ist 


= ee (17) 
Fihrt man die Bezeichnung 
pea (n= a 
ein, so geht diese mit (17) tiber in 
ear (18a) 
Mit der Ziffer 
aaa (19) 
erhalt man aus (18a) 
oye = - (20) 
Die Frequenzengleichung (8a): 
1— APSE = ag, (A) 
verwandelt sich dann in 
ph ag x (sb) 


Im Gegensatz dazu lautet die Frequenzengleichung ftir den von Young behandelten 
Fall’: 

c A? 1 

era aay 


Beide Gleichungen fiir — miissen denselben Wert ergeben, wenn bei dem von Young 


b 
behandelten Fall die Masse M zu Null und hier M unendlich gro8 angenommen wird. 
M = 0 entspricht « = 0 und fiir M -— oo wird auch « — co. Beide Formeln liefern 
dann den Wert 
c ile 


gt 91 (A) ° 


Wird M = 0, dann ist 2; = w,. Ist m = 0, also der Trager eine masselos gedachte 


Blattfeder, so muB die Frequenzengleichung (8a) einer Umformung unterzogen werden. 
Mit 


Ay = 6,4 (21) 
ist nach Gl. (18) 
72 == a Ax’. (20a) 


Fiihrt man diesen Wert in Gl. (16) ein, so folgt mit A ee 


Wy 
3 ry ee 1 
gi (A) = aT 9? d F : ut 
d EJ 


v 0 
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Mit diesem Werte geht die Frequenzengleichung (8a) nach leichter Umformung 
tiber in 


bk Mas 
,_“# Q Cy” (14) 
BJ ne ae 
v i HEY 
und fiir m = 0 in 
; C 1 
MQ? Mil Gea (ts) 
2 v 
lazy BS 7,3 
vD 
oder 
1 1 iB Cy? (L1) 
ec MQ? ESI Apt (22) 


Die Differentialgleichung fiir die Eigenfunktionen ¢, (x) des Tragers allein lautet 
init a= a 
CY (%) — Ay’ Cy (%) = 90; 


gleichwertig hierzu ist die ,,quellenmaBige“ Darstellung von ¢,, (x) durch eine Integral- 


gleichung 
1 


At \ K (@, 8) 6 (® dé. 


0 


ae 
S 
| 


Fir den symmetrischen Kern K (2, £) (Greensche Einflu8funktion) gilt die ,,bilineare 
Relation‘ (s. z. B. Courant-Hilbert?, S. 278) 


K@e Dea (23) 
y=41 x 
Es ist daher 
47 So (ha) pos ia ah 
SAG = KB FS Ku (23a) 
und Gl. (22) geht damit tiber in 
1 ie tena’ 
M@ = tay Ku (24) 


K(@%,)=GPi—% (<8), | 


jie. ee aie (25) 
=FF@s-H @wee,| 
K (@, 2) = ®, (25a) 


womit Gl. (24) lautet: 
War 1,3 1 
MQ? ot ee one a? 


—_ 


in Ubereinstimmung mit dem Gesetz fiir die Reihenschaltung zweier Federn mit 
38 HS 


den Federzahlen c und c, = —>4 
af 


* Siehe z. B. Hort-Thoma: Die Differentialgleichungen der Technik und Physik. 4. Aufl 
S. 685. Leipzig: J. A. Barth. 1944, : Beier Ser 


Querschwingungen von Tragern mit Feder und Zusatzmasse. 197 


Fir den Fall des beidseitig gelenkig gelagerten Tragers ist 


K (z,8)=Za(1—-HQE—BP-wB @ <8, | 
Fie ‘ (26) 

=| §(1— 2%) (2% — 2 — &) =e, | 
K @,2) = G2 (1 — 2) (2% — 23) —7 w(1 — zy. (26a) 


Gl. (24) ergibt fiir diesen Fall 


1 1 
MG ot SET? l 
Bezeichnet 1,’ = 1 —1,, so ist der zweite Summand in obiger Gleichung 


1 Bl? 1? 
EI 3 ? 2 


3 (1-4) 


gleich cite wenn f die Durchbiegung dieses Trigers an Stelle der Last P bedeutet. 


Im folgenden wird die Frequenzengleichung (8b) fiir zwei haiufig vorkommende 
Lagerungsfille des Trigers ausgewertet. 


A. Einseitig eingespannter Trager (Abb. 4). 
Die Gleichung fiir die Eigenfunktion z, (2) lautet mit £, nach Gl. (18) 
2, (x) = C [Cos B, x — cos B, x — o;, (Sin B, x — sin B, 2)], 


worin mit A, = 8,1 y 
Cos A, + cos A, 
Sin A, + sind,” 


Oo. = 


Die Normalisierungsbedingung (1b) ergibt, da 
l 
| a" (x) dx _— C2 ie Abb. 4. 


z=0 


fiir C den Wert 
1 
C= Ga 
Cr (x) =m 2,(2), 


Da nach (13) 


so ist 
C, (x) = Cos B, x — cos B, x — o, (Sin B; x — sin B, 2). (27) 
Die Frequenzengleichung fiir diesen Fall lautet 
1 + cos A; Cos A, = 0. (28) 
Fiir groBe Ziffern k’ kann mit ausreichender Genauigkeit 
Ap = (2k —1)$ 


und o; = 1 gesetzt werden. 
Aus (28) ergeben sich folgende Wurzeln: 


b= 1 2 3 4 5 6 
A DP = VSiold 4°69409 7°85476 10°9955 14°1372  17°2788 
b= 7 8 9 10 11 12 


Ay == 20°4204 23°5620 26°7035 29°8451 32°9867 36°1283 
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Die Zahlenrechnung wurde fiir den von Young beniitzten Wert J, = 0°78/ und 
fiir 1, = 1 durchgefiihrt. Um den Umfang dieser Arbeit nicht allzu sehr zu vergréBern, 
werden hier die Ergebnisse der Rechnung nur fiir den praktisch wichtigeren Fall 1, = / 


mitgeteilt. 
Fir /, =/ wird aus (27) fir alle Indexziffern k 
Cv (4) = 4 
und damit nach Gl. (16): 
co 
1 Dy Ree 
9: (A) ae Oo = on is] (29) 
v=1 
Pabelle 1: 
c be ME 
g, (A) nach Gl. (29) reed nach Gl. (30) fur rr ek ita O71, 0°2, 0°4, 1, 10. 
ce 
A gy (A) “ as i 
% = 0,1 a= 052 a= 0,4 a=1 «= 10 
| 

Orl 0°04161 000414 | 0:00831 | 0°01676 0°04300 0°70576 
0°15397 Ol 0:00987 0°01994 0704071 | 0°1086 fore) 
0°2 0°17150 0°01677 0°03414 0°07079 0°1990 — 
0°3 0°40650 0°03866 0°08074 0°1772 0°6249 

0-4 0°78130 0°07152 0°1563 0°3836 3°0147 —— 
0°44292 1:0 0°08982 0°2021 0°5389 co a 
0°5 1°36369 0°1193 0°2833 0°9066 — — 
06 . 2°29382 0°1925 0°5482 7°1951 — — 
0°61664 2°5 0°2089 0°6268 co — - 
O7 3°90295 0°3312 1°8405 — = = 
0°74310 5°0 0°4551 fore) — a= — 
0°8 7°18950 0°9384 = = — = 
0°84409 10°0 fore) — | — —_ — 
09 17°1522 — — | — — a 
1:0 co 0) 0 0 0 0 

1°2 — 12°9113 0°2590 0°3313 0°3850 0°4266 0°4561 
14 — 17:9193 0°4507 0°6252 0°7752 0°9055 1°0072 
1°6 — 6'2365 0°6497 0°9388 1:2075 1°4578 1°6648 
1°8 — 5°3643 0°8690 1°2882 16977 2°0979 2°4434 
2°0 — 4°:8033 171135 16814 2°2569 2°8403 3°3616 
3°0 — 3°1368 2°8231 4°5579 6°5794 89651 11°458 
4°0 — 1°2019 5°8858 10°631 17°810 29°944 50°644 
4°3853 0 7°9246 15°849 31°698 79°246 792°46 
4°4118 Ook 8°1017 16°369 33°419 89°118 fore) 
4°6218 10 9°7806 22°006 58°684 fore) —- 
4°8653 2°5 13°113 39°338 co — — 
5°0 3°3428 15°475 62°164 — — — 
5°1786 5:0 22°102 fore) —- — — 
5°5051 10°0 fore) - — — 
6°0 40°6134 = — — Ree =a 
6°2669 ; co 0 0 0 0 0 

70 — 23°1801 6°0855 7°1653 7°8628 8°3506 8°6734 
8°0 — 12°9737 11°480 14°673 17°044 18°873 20°173 
9°0 — 9°8836 16°787 22°426 26°954 30°668 33°433 
10°0 — 8'°0744 22°799 31°518 38°969 45°411 50°411 


Fir angenommene Werte A kann g, aus dieser Gleichung berechnet werden (Tabelle 1). 


Je grofer A ist, um so mehr Glieder der Reihe miissen beriicksichtigt werden. Sind 
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von einer Stelle » =o an die A?-Werte sehr klein gegen die Werte 0,2, so kann man 
sie von dieser Stelle ab vernachlassigen. Fiir die Restsumme 


pay 


; v=o+l1 
kann nach (23a) und (25a) der Wert angegeben werden. Es wird 


Qy" 


Abb. 5. Eigenfrequenzen des Kragtragers; Feder und Zusatzmasse am freien Tragerende. 


Mit bekannten Werten g, (A) berechnet sich dann — gemaB (8b) aus 
b 


— = 412077 2 = (30) 
? gee tre | a) 


(a 


In der Tabelle 1 sind die Werte g, (4) und die aus der vorstehenden Gleichung 
fiir fiinf verschiedene Massenverhialtnisziffern « — 0°1, 0°2, 0°4, 1, 10 berechneten 


—-Werte eingetragen. Die graphischen Darstellungen der Abb. 5 und 6 stellen A 

b 

als Funktion von — fiir verschiedene Massenverhaltnisziffern « dar. Abb. 5 gilt 
6 


fiir kleinere < und A-Werte (0< —- < 3°5, 0 < A < 3), wahrend Abb. 6 vier auf- 
b b : 
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einanderfolgende Wurzeln A bei gegebenem ee (0 < — < 350) abzulesen goes 
Der Deutlichkeit wegen sind die in dem schmalen Bereiche 0 < A <1 liegenden 


Kurven weggelassen worden. Fiir das Intervall 0 < ee < 3°5 konnen die fehlenden 


A-Werte aus Abb. 5 entnommen werden, wahrend fit > 3°5 die Formel (40) der 
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Abb. 6. Eigenfrequenzen des Kragtrigers; Feder und Zusatzmasse am freien Tragerende. 


spiter gezeigten Naherungsrechnung die ersten Wurzeln A mit ausreichender Ge- 
nauigkeit wiedergibt. 


> 


Wird._ jeweils A = 0, 09, . - .;, 80: wird g, (A) = co und — = 0; wird g, (4) = ee 
b 


x 


so geht = gegen Unendlich; die Stellen A, stellen also Asymptoten der betreffenden 


Kurven dar. Diese Asymptoten sind in den Abbildungen strichpunktiert eingezeichnet 
worden, die A, -Werte koénnen aus der Tabelle 1 entnommen werden. 


Zur Gegeniiberstellung sind auRerdem in der Abb. 5 einige der Youngschen Lésung 


c 1 

= = 412077 Aa — ou) 

cy phe > Ee 

entsprechende (<, A)-Kurven strichliert eingezeichnet worden. Gleiche — und 


«-Werte liefern i diesem Falle wesentlich héhere A-Werte. ‘ 
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B. An den Enden frei aufliegender Trager (Abb. 7). 
In diesem Falle sind die Eigenfunktionen gegeben durch 


2, (4%) = C sin 6, & 


ae U = 
und da zufolge (1b) . Z m 
(t= V2 € 
=- A 
folgt nach (13) E Abb. 7. 
C, (x) = V2 sin B, x. 
Die Eigenwerte bestimmen sich aus 
A, = Bp l=ka; 
damit ergibt sich nach (18) ; 
» Hd 

of = x mE baw..o)2 =. 

Mit diesen Werten wird nach (16) 
SVD GT Me ers 
f i 
9, (Ay=2a S* (31) 
ae v A 
Gema (19) ist hier 
3 
aay 
und berechnet sich aus 
b 
= 1 
poy eee : uy) 
b eee 
2 9; (A) 
: 3 EJ : :. : - : : 

worin ¢, = —>,;— beibehalten wurde. Es wire sinngemal, hier c, etwa durch ein 
= oles zu ersetzen, welches der Federzahl einer in der Mitte belasteten, an den 


Enden gestiitzten Blattfeder entsprechen wiirde. Um den Vergleich mit den friiher 
erhaltenen Werten zu erméglichen, wurde aber c, als Verhaltniszahl beibehalten. 


Die Zahlenrechnung wurde wieder fiir J, = 0°78/ und J, = = durchgefiihrt und 


im folgenden die Ergebnisse fiir /, = ze wo Feder und Masse in 'Tragermitte angebracht 
sind, mitgeteilt. 
Nach (31) ist fiir 1, = 


< Vv It 
co sin2 ns 


2m 2 ae ] 1 
A) = 2A? ae ee 2 on ee 2% — 1)*— A®? (31a) 
gi yp A v A ( ) 


y=l1 Pk tel Pos eae Ki= 1 


da sin fiir alle geraden Zahlen » verschwindet. 


Nun gilt die Beziehung’ 
UL = ’ 1 
— = ee fees an 


5 Siehe etwa W. Magnus und F. Oberhettinger: Formeln und Satze fiir die speziellen 
Funktionen der mathematischen Physik, 8. 214, 215., Berlin: Springer-Verlag. 1948. 
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die mit w= 22 tbergeht in 
, : (33) 


: eS 1 es 1 | 
nid) = Ay Sassi 2 graf ee 
e=1 Si bis 
é 1 
1 
a-10 | 
i@ 
7 ‘| | 
: 
6 T ah 
i} 
| 
H 
oe ee 
| } a7 
Si 
: 
H 
2 =| 
el - 0% 
eo, + 
! 
ed Sl A 
0 wy, G2 a3 04 Os 


Abb. 8. Eigenfrequenzen des an den HEnden frei aufliegenden Tragers. Feder und Zusatzmasse 
in Tragermitte. 


Substituiert man in Gl. (33) fiir « den Wert 2 = + i so entsteht 


ap hoe 
Seen \ 1 
Sie ae ae (2¥— 1)?— A’ 
5 oe 
setzt man dagegen fiir « den Wert x = + arr es so entsteht 
mm et { 
Tee ee y 1 
eM i oterea hh deme! a 


Damit lassen sich die Summen in (31b) 
man erhalt schlieBlich, wenn noch fiir > VA die Abkiirzung 
=o ayes 
A=zyA 


gesetzt wird: “ieee a 
9g: (A) = ZA (tg A— Tg A). 


f : : A , BS d Q qe? 
Fir m= 0 gibt Gl. (32) mit o = a+ und a, a Z 
formung 

Ce 1 
Gy. 3 91 (A) ’ 
MQ: 16 4s 
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Tabelle 2. 
c Pee VE: 
9, (A) nach Gl. (34) und ~— nach Gl. (32) fur ero = Or1, 072, O°4, 1, 10. 
b 
ce 
1 1 (A) % 
a= 0,1 a = 0,2 a= 0,4 “a=l a=10 
ne es ee ee ee eee 
Ol 0°02050 0°03254 | 0°06521 071310 0°3315 4°084 
O15 0°04670 0°07340 | 071475 0°2978 0°7664 13°706 
0°2 0°08451 071310 0°2642 0°5377 1°4187 83°842 
0°21678 Ol 071541 073114 0°6358 1°6954 co 
0°3 0°20045 0°2982 0°6089 1°2708 3°6549 — 
0-4 0°38566 0°5404 1°1259 2°4571 | 8°4565 es 
0°5 0°67403 08704 1°8764 4°4455 | 24°902 == 
0°57547 1 171948 2°6882 7°1686 co i 
0°6 1713561 1°3187 3°0248 8°5673 — — 
O7 1°93496 1°9727 5°1909 28°157 — — 
0°74427 2°5 2°3982 771944 co —— — 
0-8 3°57447 3°2341 14°577 — — — 
0784464 et 4°6329 oo Se a me 
0-9 8°55027 18°142 — — — -— 
0°91268 10 oo — —- — = 
1-0 co 0 0 | 0 0 0 
1°2 — 6°50253 2°8333 4°0649 5°1937 6°2321 7°0816 
14 — 402458 4°5378 7°0519 9°7540 12°666  15°430 
1°6 — 3°20480 6°2949 10°131 14°571 19°768 25°152 
18 — 2°79451 8°2224 13°497 19°870 27°725 36°345 
2°0 — 2°54402 10°354 17°216 25°749 36°647 49°122 
3°0 = 195757 24°439 42°001 65°558 98°807 142°03 
4°0 — 1°56494 44°922 79°135 127°80 202°55 312°03 
5°0 — 1°07027 73°326 133°72 227°36 392°10 693°64 
6°0 — 0°28164 113°69 221°32 420°22 912°04 3062°9 
6°24875 0 126°78 253°57 507°14 1267°8 12678 
6°32768 Ol 131°32 265°32 541°70 1444°5 co 
6°88056 1 170°80 384°30 1024°8 co —- 
70 1°26373 182°12 425°83 1287°0 — — 
7°42479 2°5 238°66 715°99 co — -— 
7°90044 5 405°33 co — — — 
8°0 5°82130 497°30 — — — — 
8°31599 10 oo — = ee ame 
9°0 oo 0 0 0 0 0 
9°5 — 21°0627 94°338 112°44 124°37 132°82 138°47 
10°0 — 12°0149 147°49 190°83 223°70 249°48 268°01 


durch geschlossene Ausdriicke ersetzen, und 


(34) 


= nach einiger Um- 
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F 3 HS 

oder mit ¢, = a: 
1 1 BB gilA) 
Mor 6 ime as 


Nach (34) ist nun 


g(A) 1 tgA—TeA 
Ase wee AB 
(Uf 


p) 


350 1 ts = 
00370 
ai ey 7 
| | 04 
300 1] — 
| 
| | 02 
250 PAE 
ow 
200 / Laws! 
by ee a7 
wes 02 es 
750 —e =+;— T | 
07 | 
iG | 
700 : wh be i 
] } 
| bene 
| 
50 | es 1 | ie 
| ' 
| 
o a 4 g 6 7 8 g 70 77 72 73 


Abb. 9. Eigenfrequenzen des an den Enden frei aufliegenden Tragers. Feder und Zusatzmasse 
in 'Tragermitte. 


und da A fiir m = 0 verschwindet, wird der Quotient unbestimmt. Die Anwendung 
der Regel von de Hospital ergibt 
91 (A) L 
At |A=0 3° 


Somit ist 


MQ ct ET? 
in Ubereinstimmung mit dem bekannten Ergebnis. 
Nach Gl. (31a) liefern hier die Werte A? — 22, 42, 62,... keine Unendlichkeits- 
stellen von g, (A). 
In der Tabelle 2 sind die nach (34) gerechneten Werte g, (A) und die Verhaltnis- 
ziffern Pa nach Gl. (32) fiir « = 0°1, 0-2, 0-4, 1 und 10 eingetragen. Die Kurven der 
Abb. 8 und 9 gestatten die Entnahme zweier bzw. dreier aufeinanderfolgender Werte A 
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fiir ein a + bei den angegebenen «-Werten. Abb. 8 gilt fiir einen Wert- 


bereich 0 <~ <8 und Abb. 9 fiir den Bereich 0 <= — < 350. Strichliert gezeichnete 
Kurven in hie 8 entsprechen dem Youngschen Pall: 


g= 34 (- ga) 


Die gesuchten Kreisfrequenzen Q der Eigenschwingungen des zusammengesetzten 
Systems sind dann gemaB 2 = Aw, bestimmt. 


Naherungsrechnung. 


Es ist der Versuch naheliegend, Niherungswerte fiir die kleinsten Werte der 
Frequenz 2 dadurch zu gewinnen, dai man die Tragermasse m durch eine im Auf- 
hangepunkt des Federpendels angebrachte konzentrierte Masse «m ersetzt, den 
Trager nur als masselose Feder betrachtet und die Eigenfrequenzen dieses verein- 
fachten Systems bestimmt. 

Fur den in Abb. 10 dargestellten Fall berechnet sich dann 2 aus der Gleichung 

4 — aly 24 C+ Cy 


um 


Bieri ta), (35) 


um 


worin wieder y? = a ;- Die Anwendung dieser Gleichung erfordert die en von ju. 


Um einen Anhalt fiir die Wahl von « zu bekommen, wurde aus Gl. (35) — — berechnet, 
wobei ¢,’ = yc, gesetzt wurde. Es ergab sich nach Kinftihrung zo 
der bisher beniitzten dimensionslosen GréBen 


ihe te ays c 
sleet gf Oe es Sa ve ras ener ym 
die Gleichung 
(e 
- y vil 
oe er (36) OM 
Cy &) 1 bt A2 A 4 
x lv Sy ae Abb. 10. Abb. 11. 


Nun wurde dieses — dem der strengen Losung entsprechenden Werte — — ~ nach Gl. (8b) 
gleichgesetzt und bt uw berechnet. Es ergab sich 
& 1 
gee Gg, (ae 
Diese Gleichung stimmt véllig tiberein mit der von Young unter den gleichen Voraus- 
setzungen fiir den in Abb. 11 dargestellten Fall abgeleiteten Gleichung fiir ’, und die 
dort gezeichneten Diagramme und getroffenen Folgerungen gelten demnach auch fir 
den hier behandelten Fall. Die Gl. (37) zeitigt folgende Ergebnisse: 


(37) 


1 \3 
A. Einseitig eingespannter Trager, y = (| 


a) 4 =o. 78: 4 = 0°51 fiir einen Bereich 0 <A <1'5 
, 


b) + =1: yw =~ 0°24 fiir einen Bereich 0 < A < 1°2. 


Ce 


B. Beidseitig frei aufliegender Trager, y 


a) 4. 0°78: w = 0°9 fiir einen Bereich 0 <A < 04, 
b) a = 2 uw = 0°49 fiir einen Bereich 0 <A <1. 
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Die starke Abhangigkeit der Ziffer ~ vom Verhaltnis und der zum Teil sehr 


kleine Bereich von A, fiir den « = konst. gilt, stellen sich der Anwendung dieser 
Naherungsrechnung hindernd entgegen. Im folgenden wird daher noch eine aus der 
strengen Lésung abgeleitete Naherungsgleichung fiir 2 entwickelt, die fir die Be- 
rechnung des kleinsten 2-Wertes vollig ausreicht. 

Nach Gl. (16) ist.g, (A) gegeben durch 


57 oe? (h) 
9 (A) = A* Sa 
v=1 
Nimmt man von der Summe nur das erste Glied und vernachlassigt in den folgenden 
Summanden A? gegen 0,”, so ergibt sich 


Cit pa ae 
g(A= at S|: 
v=2 
Unter Beriicksichtigung von Gl. (23a) und @,? = - wird 
1 


co 3 I 
St = Aj! Ky, — 61? (4), 
v=2 ‘ 
womit 
A2 
9, (A) = A(t, (4) zag + At Ku]. (38) 
Die prozentualen Abweichungen dieser aus Gl. (38) gerechneten Werte von den 
bekannten genauen Werten erreicht im Bereiche 0 <A <1 kaum 075%. 
Setzt man den Wert g, (A) nach (38) in die Gl. (8b) ein und berechnet daraus A?, 
so ergibt sich die folgende Gleichung: 


At = OC, LYCR (39) 


Darin bedeuten 
6) 


Sua Ero vae 
10, 223 


Age 


+K,|+1 
N > 


C 1 
Cy o4 A,* N 


O25 


und 


28 30,2 (4) 
N= [3Ku pe | + 


Nach (25a) ergibt sich daraus speziell fiir den Kragtriger: 


1 [c / 0°24267 “43 1 c 0°24267 
Teresa o +e) +1), Uae Cp x * 


(40) 
e {/ 1, \8 
- =|4) — 0°24267 C2 (1) | ne 
und mit (26a) fiir den an den Enden frei aufliegenden Trager: 
F NO PT, ANE 88) l, \2 1, \? he pikes Was’) 
2— te [2 ele oe 
(41) 


ce {/l, \2 1, \2 Owe l 
sil ( 2) (1 2.) =a Sin? x t+. 
Da die kleinsten Werte fiir die EKigenschwingzahlen A kleiner als 1 sind, werden sie 


mit groBer Genauigkeit durch die obige Niherungsformel (39) wiedergegeben. Aber 


auch die gréBere der beiden Wurzeln von (39) gibt eine brauchbare Naherung, wenn A 
unter 2 bleibt. 
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Erzwungene Schwingungen. 


Wirkt an einer Stelle /, des Trigers eine erregende periodische Kraft P = P, sin nt 
(Abb. 1), so tritt an Stelle der Null in Gl. (3a) die der Koordinate p, Baiepre bende 
generalisierte Kraft. Da 


y (2, t) = oy 2, (2) Pr (t), 


v= 


so ist die Anderung von y bei Anderung der Koordinate p,: 
oy (x, t) = 2 (x) OD. (t). 
Die von der erregenden Kraft P an der Stelle y (l,, t) bei dieser Anderung geleistete 
Arbeit ist ; 
Poy Cy, 0) = Fy ain vt 2, (1,) dp; (), 
demnach die generalisierte Kraft 
P, sin n t 2, (0.). 


Die Gleichungen fiir die erzwungenen Schwingungen des FURR MSC ESSE Systems 
sind nun 


Px + Py Ox" — Cy 2 (1) + 62% (1,) Dd) % (11) Po = Poe, (1,)sinnt (k= 1,2,...), (42a) 
e=1 
n + yn — 2 D7 2% (hh) Po = 0. (42b) 
p= 1 


Nach Elimination von 7 entsteht das folgende Differentialgleichungssystem : 


Dr + px (@2 + y*) + ¢ 2 (l1) iy Zy (11) Py + 7? wi? Px = Po 2x (Ie) (y? — 1?) sin nt 
v=1 
Ee Vie Reaien Y (43) 


Die nach Abklingen der freien Schwingungen iibrigbleibenden erzwungenen Schwin- 
gungen ergeben sich durch die Kenntnis der partikularen Lésungen dieses Systems 
von inhomogenen Differentialgleichungen. Die Hinfiithrung des Ansatzes 


px (t) =a, sinnt (44) 
in (43) ergibt fiir die a, das Gleichungssystem 
a, (y? — n?) (we — n*) — nc 2 (h, Pa % (1) ty = Pore (le)? —m) (k= 1, 2,...) 
oder See, ,) Po 2x (Ie) pe 
Oe — a tor 55 ys (h)a,= aia (k=1,2,...). (45) 
Multipliziert man diese Gleichungen jeweils mit z; (/,) (& = 1, 2,...) und summiert 


iiber alle Gleichungen, so entsteht 


co 
cn 
> % (h) a — y2— n? 42 HG. G, ye as ope ee : 


k=1 4 k=1 v=1 k=1 


oder nach Anderung des Summationszeichens im ersten Gliede: 
cn 
SY a, 2, (4) [1 — |= Pa Sg ee (46) 
- k 


Bezeichnet man den in der eckigen Klammer stehenden eee mit A, also 


co 
cn® Zp" (hy) 
A=1— a iP (47) 
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so schreibt sich Gl. (46) 


DS wah)=F ripe a. (46a) 
v 


Ersetzt man die Summe in Gl. (45) durch (46a), dann ergibt sich 


Uy, 2 2 2 
ko y?—n? “w,2 —n wn 0,2 —N 


cn? 2p (hy) us \ 1 2y (11) Zy (Ee) ah Po 2 (tg) cee 
: 2 7 ; - = ( a hae ee) 
v 


oder schlieBlich P, cn? an hy) (1,) Zy ( 48 
= aera (J,) 4 a) pa Oy ary ‘at po 


Wy, 


Nach (44) ist dann p, gegeben durch p,, = a; sin n ¢, worin a; nach Gl. (48) bestimmt ist. 
Aus Gl. (42a) folgt 


C7 2 (ly) = Pe + Pro + € % (L Pas 1) Py — Po 2 (I) sin nt (& = 1, 2,...) 


und daraus mit Bentitzung des obigen Wertes fiir p, und einiger Umformung bei 
Beachtung von (47): 


y Zy (12) 
ee eer - gees ee : (49) 
Fiir 
¥ (x,t) = PX ey (x) Pr (t) 
v 


erhalt man 
2 2, (I (ly) 2 (le) ¢ 
y (x, t) =P sath Dongen oo ae (12) + ae ae Pe ioe F (50) 


k 


Setzt man wieder, um eee GroBen einzufiihren, 


Sx (#) M 
a (x) = /m ’ Sel er 
so wird nach (47) 
(2g Rae ee 
ee eis Eee ra 
Me EN @y \@, 


oder mit Verwendung der nach (16) definierten GréBe g, ( aa E 
ie | 


aX n a ied 
Aneel a gla) (47a) 
ye 
Fir 7 (Gl. (49)] folgt 
ages gt oe Y by (Ly) Sy (lg) 
j= a: nm Ao mt nae ET o? 7)» S, 2 / A ie ; 
ea ee 
Ks empfiehlt sich, entsprechend g, eine GréBe g, einzufiihren gemaB der Definition 
co 
nr eG n> ay Cy (01) Sy (Ey) 
fal] oP p MO » 2 7 ao (51) 
sat (or) (a) 


os 
Fat man noch das Produkt (1 — | A zusammen und bezeichnet es mit 6, so ist 
dieses nach Gl. (47a) gegeben durch 


wees n2 n 
61 (52) 
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Mit 9g, (= und 6 lauten die Gleichungen fiir 7 und y (2, t): 


P, 7 one. 
nt) = — 7 in nt, (53) 
rae = oreo n(o-) 
y (“, t) = mop sn i> ia Gy la) = oe Cy (> : (54) 
ral f= Oy 


Zur leichteren Orientierung werden die in den beiden Gleichungen fiir 7 (t) und y (2, ¢) 
vorkommenden Gré8en zusammengestellt : 


M 2 
7 a EN ein 6=1-—«9,(~}, 


m M? y. My 
ee ye te (55) 
a(S) eaitee AIG 2 PEE | 


Wird 6 = 0 bei nicht verschwindendem 9, (=), so werden sowohl 7 als auch y (2, ¢) 
unendlich groB. Es ist dies eine Stelle der Resonanz. 
Nach (52) bedeutet 6 = 0: 
L= sia = *91 (=), 
va Wy 
das hei®t n fallt mit einer der Eigenschwingungszahlen 2 des zusammengesetzten 


Systems zusammen [vgl. Gl. (8a)]. Die Fille n =, (Fall D) und n = y (Fall E) 
werden spater gesondert untersucht. 


Sonderfalle. 
A. Die Kreisfrequenz » der erregenden Kraft sei sehr klein (n ~ 0). 
2 
Die erregende Kraft andert sich dann nur sehr langsam. Da in Gl. (51) (=) 


“ 2 E 
gegen (==) gestrichen werden kann, so wird 
1 


& Jo (=) co es BUDO 


Wy E SS 
é 1 " ae yew 


und Gl. (54) geht tiber in 


— 4,4 [GL (18) und (21)] und Bentitzung der 


,bilinearen Relation‘‘ Gl. (23) geschrieben werden kann 

PE (a I, 
y (w) ist daher gleich der statischen Durchbiegung des Tragers an der Stelle x unter 
einer Last P, die im Punkte /, des Tragers wirkt. Da 


wofiir bei Beachtung von w,? = 


Ingenieur-Archiv VII, 3. 
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so ist nach (53) 
Pls l, 
n= a7 K(4F)=49). 
B. M=0. Erzwungene Schwingungen des Tragers allein. 
Dem Werte M = 0 entsprechen nach (55): 


b= 09 0 94s cot und 7.6 4. 


Fir 7 und y ergeben sich damit die folgenden Gleichungen: 


ha ~ ane soni (53a) 
y (%,t) = ee sinnt ves =) So : (54a) 
healt ae, 


An der Stelle « =1, ist y (l,,t) gegeben re 
; Le 
y (ly t) = sty sin ntge(2-) = 7 (. 


B, a. M = 0. Der Trager von der Lange / sei an seinen Enden gestiitzt. 


Kigenfunktionen und Eigenwerte sind gegeben durch 


Cy (2) = V2 sinka + 


nid 9 aaa a! kt; 
ps : EJ! 
demgemaB ist nach (54a) und mit a = — 
GA ae Ue val, 
2 Py lt i : 
y (x,t) = ni atypia smnt, 


v=1 


ubereinstimmend mit der von 8S. Timoshenko’ [S. 265, Gl. (f)] gegebenen Formel. 


C.m=0. Der Traiger wird als Feder ohne Masse betrachtet. 


Der in Gl. (53) vorkommende Quotient . 


1aBt sich gem&iB den Definitionen (55) 


umformen in 


ay ube yl) 
i —  Mo,2—mn> 
Yana Ese zy : 
m 6 ic a ra a: Cy (L,) ; 
ve — mw,2?—mn> 
Vv 
EJ : 
und da nach (18) und (21) mw,? = a 44, so wird fiir m = 0 
n* [8 NN’ Sw i) Cy (Z) 
: EST Md nt 
a8 ee Eich ee ee Be ees 
mo n2 n2 13 a ae 
1 y! 2” 1 
y _ 5 a =, A,,4 


wofiir sich mit Hilfe der Greenschen Kinflu8funktion gemi& GI. (23) schreiben liBt: 


Jo meal n> Tas r — 7 l 1 
mo “BY n> 5 ae Kaa= Gx sal ka) 
B (1 >| Mn? Ky, ' 


Querschwingungen von Tragern mit Feder und Zusatzmasse. 211 


Nach (53) ist mit —— nach (a) 


m 6 
¢ EG 
7 = Py, sinnt > mihi A (53b) 
Fe), 
Da weiters a 2 = M re 5 , So ist nach (54) bei Beachtung von Gl. (a) 
a F 5S Gy (az) ; Mn? K. 
y (2, t) paar Pysin nt MOn2— mn? be (Jy) 9 EJ ne saa Cy (ty) ; 
v=1 B (1 7 Mn? Ky, 


fiir m = 0 folgt daraus 


ae fae eee Me 
y (&, t) = a5 sinnt|K (+, -¢) + Rete 
Tee a et 


K(z, i} (54b) 


C, a. l, =1,. Die erregende Kraft greift im Aufhingepunkt des Feder- 
pendels an. 


Dann gelten die Gleichungen 


ne : Ku 
n= Pysinnt az ni ress 
= ( =) Me Bay 
n2 eS 3) 
y (x,t) = Po(1—~;)sin nt Ey “5 
? 2 (1 7) MriK,, 


An der Stelle x = 1, ist 
y (ht) =(1— 5) 9 


Fiir einen Kragtrager und fiir /, = 1, ergeben sich mit den Ausdriicken (25) bzw. (25a): 


P,sinnt 
Ue 2 5) 
SES ( n ae 
1,3 v2 


ve a : 
y (x, t) = = (1 = 3ET sin nt. 


2 
(2 orf Meat 


Ist » sehr klein (n 0), so ergeben die vorstehenden Gleichungen die bekannten 
Formeln 

ee fa Pe eee, x \ 

N=sHr? YU) =GET a. (3 — =}. 


D.n = o,. Die Frequenz der erregenden Kraft stimmt iiberein mit einer 
der Frequenzen der Higenschwingungen des Tragers. 


Da fiir n = w, sowohl g, (28) Jo (=2} als auch 6 gegen Unendlich gehen, muB 


hier ein Grenziibergang gemacht werden. Es werden voriibergehend folgende Ab- 
kiirzungen eingefiihrt: 


Pelt St Wt Se. 


QW, Wy 


15* 
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Bure = sorward, 1, = 0: 


n 
Jo =) 
Fiir den in Gl. (53) auftretenden Quotienten = ergibt sich fiir n = @,: 
2G ; ae 
OG 
(Shida aa 
t) : 0,” : ( Oj, \F te ¢ 
y? 4 Ls 


Nach Multiplikation von Zahler und Nenner mit I, folgt daraus 
OW, 2 ie ae a 
ne Boley see: 
Wy v (v += 0) 
78 


0 oO," ai Ne = a ws 
= 2 
rai —)—al Ge) [Serge tee] 


(vo) 
und fur, = 0: 
ot wel 
Ie € 
60) o 
pat we ae (a) 
Damit wird nach (53) 
: Cy (ls) 
HD) Wi oS Sin «, t= 7 (53) 


Nach Gl. (54) wird weiters fiir n = o,: 


Psy, » (*) (= mo co Ot aS 
Wot) = ate sin og [SEL E, + a BEE) 4 a) 
(ee) 


Fiir die im zweiten Gliede in der eckigen Klammer stehende Summe findet man 


= 3 e - = = 2 = ae 
fo 8 tobe ge= be (1 — <8 )- x by (22) ye 4 wh, ey y ee 
y : oe I, 


= 2 2 i scene, pe 
=t, (12 22) 9) Sse ery 
=f (1 Oar pe ' 7 ce = aes 
ike e Ow ( on yb ot cGoneatGa Gul (c) 
4s) | 


Weiters ist 


P,6=—«{ 22)" fa, (d) 
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Setzt man die Gl. (a), (¢) und (d) in (b) ein, so erhalt man 


oder schlieBlich 


Pysin ong t | (5 (2) £5 (ts) — fo Ua) bo (2) [ey Us) fy la) — bo Us) o (4 


Ye) — EAE) ey ray eae ee (2)" t 4 ee 
(+0) (2) al iat 
a (x) a 1 ) 2 Wee | 
a So ta foul (ies lhe (54¢) 
0% Ws y | 


Hangt das Federpendel gerade in einem Knotenpunkt der (o + 1)-Oberschwingung 
des Tragers, so wird ¢, (l,) = 0 und y als auch y wachsen itiber alle Grenzen, wenn 
die Frequenz der erregenden Kraft gerade iibereinstimmt mit der Eigenfrequenz a,. 


An der Stelle x =/,, also im Aufhingepunkt der Feder, wird nach (54c) 


Py sinw,t. C, (Is) o,” ,” 
y (i,t) = — Wap : p= ao 


Go (4) - e 


D,a. n = w,, 1, =1,. Hier fallen Aufhingepunkt der Feder und Angriffs- 
punkt der erregenden Kraft zusammen. 


Gl. (53¢) und (54c) ergeben 


ned ee ae i t 
ae NE Sa ge 


Po sinw,t 6, (@)o, (4) a wo? 

7] (x, t) a mw," ee (2) fo’ ,” y 
P, $a (#) @," \ . 

Mo,® th) ( - }sin hae 

An der Stelle x =1, wird demnach 


P, Ce. Vas 
¥(4,) =—zyQ2 Vi 2 sin @, t. 


E.n=y= / ar Die Frequenz der erregenden Kraft ist gleich der Eigen- 
frequenz des Federpendels. 


GemaB Gl. (52) ist hier 


Damit werden 


( = ) (53d) 
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oo peas 
y (a jae a, en by (la) — bo a ; (544) 


Sei ety, &, (ly) 9.(2-] 
Ui) =e eel yh) ne eee 


m ow," oa eS 
me ated a(Z-) 


ae 
_ Pysinyt pee Patan, 
m yp 2 91 y ) 
91 ( G4 
Will man also an irgendeiner Stelle J, eines Tragers die durch eine an der Stelle /, 
wirkende Kraft von der Frequenz » hervorgerufenen erzwungenen Schwingungen 


k A 
| und eine Masse M so, 


beseitigen, so wihle man eine Feder von der Federstarke c | 


dab V+ =n und bringe an der Stelle 1, dieses Federpendel an. 


Wie bei allen dynamischen Schwingungsdimpfern ist auch hier nur dann ein 
Erfolg zu erwarten, wenn die Frequenz n der storenden Kraft konstant oder nahezu 
konstant ist. 

Der Schwingungsausschlag an der Stelle 7, der erregenden Kraft ist dann 


mit 


(Eingegangen am 20. Januar 1953.) 


Die Festigkeit von radial beschaufelten Laufridern. 


Von F. Jaburek, Graz. . 
Mit 14 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Fiir die Berechnung des Spannungs- und Verformungszustandes von 
radial beschaufelten Laufradern, die mit extrem hohen Drehzahlen bis zu 30000 U/min. in Lader- 
geblasen von Flugzeugmotoren u. a. laufen, kann die beschaufelte Scheibe angenihert als eine 
orthogonal anisotrope, kreisrunde Platte aufgefaBt werden. Ihr Spannungszustand zufolge der 
Flichkraft ergibt sich als eine Superposition von quasiebenen Spannungen und iiberlagerten 
Biegespannungen. Die Differentialgleichungen fiir die entsprechenden Verschiebungen kénnen 
fiir beliebige Radformen mit Hilfe der Differenzenrechnung gelést werden. 

Fir die Berechnung des geschlossenen Laufrades mit Deckring wird fiir den letzteren ein Be- 
rechnungsverfahren der Ringtheorie nach E. Tsechech angewendet. Die statisch unbestimmte 
Aufgabe wird sodann durch Zusammenfiigen des Deckringes mit der beschaufelten Scheibe 
gelost. Fiir die geteilte Bauart eines solchen Laders geniigt die Zusammenpassung des Deckringes 
mit seinen Rippen, waihrend das Laufrad getrennt berechnet werden kann. Der Verlauf der 
Spannungen und Verformungen einzelner Modelle wird in dimensionsloser Form angegeben. 
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Summary. For calculating the condition of strains and deformation in radially bladed runners 
of boosters or charging blowers of aircraft engines, and the like, rotating at tremendous speeds 
of up to 30000 RPM, the bladed disc may approximately be conceived as an orthogonal, anisotrope, 
circular plate. The condition of strain of this plate, caused by centrifugal forces, is the result 
of the superimposition of virtually plain strains and superimposed bending strains. The 
differential equations for the corresponding displacements concerning runners of any shape can 
readily be solved by means of the differential calculus. 


For the calculation of the closed runner with cover ring a method of calculation according 
to the ring theory of E. Tschech is applied to the latter. The statically indetermined problem 
is then solved by joining the cover ring to the bladed disc. For the divided type, also used in 
such boosters, it is sufficient to assemble the cover ring with its ribs or fins, whereas the runner 
can be calculated separately. The evolution of the strains and deformations is indicated in the 
dimensionless shape. 


Résumé. En vue du calcul des conditions de tension et de déformation dans les rotors & aubes 
radiales des surcompresseurs & soufflerie pour moteurs d’avion tournant avec une vitesse inouie 
de jusqu’dé 30000 tours par minute, le disque & aubes peut étre congu approximativement comme 
une plaque ronde, orthogonale, anisotropique. Son état de tension a titre de conséquence de 
la force centrifuge est le résultat d’une superposition de tensions quasi-planes et de tensions de 
flexion superposées. I] est possible de résoudre & Vaide du calcul différentiel les équations 
différentielles concernant les déplacements respectifs pour toutes sortes de formes de rotors. 


Pour le caleul du rotor clos & anneau de couverture on emploie pour l’anneau le mode de 
caleul selon la théorie d’anneau de E. Tschech. Puis ce probléme statiquement indéteriminé 
est résolu en joignant l’anneau de couverture au disque & aubes. Quant a la construction en 
parties d’un surcompresseur de ce genre il suffit de réunir l’anneau de couverture avec ses nervures, 
tandis que le rotor sera caleulé séparément. L’évolution des tensions et des déformations de 
différents modéles est présentée sous une forme sans dimensions. 


I. Einleitung. 


Die Berechnung der Spannungen in rotierenden Laufradern von Dampfturbinen 
und Geblasen stellt eine Festigkeitsaufgabe dar, die eingehend nur unter Beriicksichti- 
gung der Verformungen, die unter der Fliehkraftwirkung auftreten, gelost werden 
kann. Besonders bei kompliziert gebauten Radern, wie es z. B. die beschaufelten 
Laufrider von Radialgeblisen der Flugzeugmotoren sind, ist fiir die genaue Be- 
rechnung des Fliehkraftspannungszustandes eine recht umfangreiche Rechenarbeit 
notwendig, die aber zufolge der extrem hohen Drehzahlen von 20000 bis 28000 U/min. 
und des kleinen Spieles gegen die Gehausewande oft nicht zu vermeiden ist. 


Fiir die angeniherte Berechnung rotierender Laufrader gibt es eine Reihe von 
Verfahren, wie die nach Donath-Grammel! und Keller-Salzmann?, nach denen 
die Radial- und Umfangsspannungen, die unter der Wirkung der Fliehkraft in der 
Scheibe entstehen, ermittelt werden kénnen. Die Massen von Schaufeln u. dgl. konnen 
in erster Anniherung auf die Scheibe aufgeteilt gedacht und so zumindest angenahert 
in ihrer Wirkung auf den Spannungszustand beriicksichtigt werden. 


Fiir Laufrider von Flugzeugladern der iiblichen Bauart, bestehend aus einer 
runden Scheibe aus: Duralumin oder Stahl mit einer Anzahl von radialen Schaufeln 
(,,halboffene Bauart‘‘), die durch einen Deckring verbunden sein konnen (,,ge- 


1M. Donath: Die Berechnung rotierender Scheiben und Ringe, 2. Aufl. Berlin: Springer- 
Verlag. 1929. — R. Grammel: Ein neues Verfahren zur Berechnung rotierender Scheiben. 
Dinglers polytechn. J. 338, 217 (1923). — Biczeno-Grammel: Technische Dynamik. Berlin: 
Springer-Verlag. 1939. ae 

2 C, Keller: Die Berechnung rotierender Radscheiben mittels konischer Teilringe. Escher 
Wyss Mitt. 5, 23 (1932); ferner Festschrift A. Stodola 1929 und Schweiz. Bau-Ztg. 99, FA) 
(1932). — F.Salzmann: Kurvenscharen zur Berechnung rotierender Radscheiben mittels 
konischer Teilringe nach dem Verfahren von Keller. Escher Wyss Mitt. 11, 63 (1938). 
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Abb. 2. Geschlossenes und geteiltes Laufrad. 
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schlossene Bauart‘), hat K.J.Miiller? in dieser Zeitschrift ein Berechnungs- 
verfahren angegeben. Dieses erlaubt durch einen Reihenansatz die von den Rippen 
auf die Scheibe ausgeiibten Krafte in ihrem Verlaufe zu ermitteln und mit Hilfe 
der Zusammenpassung der verformten Teile das statisch unbestimmte Festigkeits- 
problem zu lésen. 

Im folgenden wird ein Berechnungsverfahren fiir dasselbe Problem mitgeteilt, 
das einen anderen Weg einschligt und die mit Rippen versehene Scheibe als ein 
orthogonal anisotropes Gebilde auffaBt, dessen Beanspruchungen durch die Flieh- 
kraft als Dehnungen und Biegungen erfaBt werden. Die allgemeinen Differential- 
gleichungen dieser Verformungen kénnen fiir jede Radform mit Hilfe der Differenzen- 
rechnung gelost werden. 

Fiir die Berechnung des Deckringes, der bei der ,geteilten Bauart‘’ mit seinem 
Schaufelstern als eigener Teil auftritt, wird ein Berechnungsverfahren nach E. Tschech 
angegeben, mit dessen Hilfe auch das geschlossene Laufrad berechnet werden kann. 


II. Die Fliehkraftspannungen der rotierenden radial beschaufelten Scheibe. 


Der Spannungszustand einer rotierenden Scheibe mit unsymmetrischem Profil 
1aBt sich in zwei Teile zerlegen: Erstens in den Zustand gleichmaBiger radialer und 
tangentieller Dehnungen mit den zu diesem Verformungszustand gehérigen quasi- 
ebenen Spannungen (Mittelspannungen), die bei symmetrischen Laufradern in der 
Regel allein betrachtet werden, und zweitens in einen iiberlagerten Biegezustand. 
Diese beiden Spannungszustande werden nun im folgenden einzeln behandelt. 

a) Bei gleichmafSiger radialer Dehnung eines beschaufelten Laufrades miissen 
die Radialspannungen in den Schaufeln von solcher Grofe sein, daB die Radial- 
dehnungen der Schaufeln iiberall gleich groB der Radialdehnung der Scheibe sind. 
Da diese Radialdehnung der Scheibe von ihren Mittelspannungen o, und o, abhingt 
und 


1 
Er = Fy (Or — ¥ Og) 


ist, wenn der Werkstoff einen Elastizitaétsmodul H# und eine Querdehnungsziffer » 
besitzt, so muB in den Schaufeln eine Radialspannung o, von der Groé8e 


O, = 0, —VOq 
herrschen, um auch hier denselben Verlauf der Radialdehnung hervorzurufen. 


Da es fiir die Betrachtung von in der Scheibenebene gleichmabig verteilten radialen 
Kraften gleichgiiltig ist, wie die Querschnitte der Schaufeln am Umfang angebracht 
sind, kénnen diese auf die Scheibe aufgelegt gedacht werden, so daB sich ein Modell 
ergibt, bei dem eine Scheibe von der Starke y (r) durch den Belag von der Dicke 7 (r) 
verstarkt ist, der nur Radialspannungen von der GroéBe o, = o, — v oy zu tbernehmen 
vermag. Bei & Rippen mit dem Querschnitt F (r) ist 

k F(r) 
= 2rn ° 
Aus dem radialen Gleichgewicht am Element nach Abb. 3 ergibt sich die folgende 
Gleichgewichtsbedingung : 


d d 
Yo 9 (0 Op) =e (ry) +e rey) + wor: (y +7). (1) 
Mit 7 = 0 geht diese Differentialgleichung in die Stodolasche Differentialgleichung 


3 K. J. Miller: Die Festigkeit rein radial beschaufelter Kreiselverdichter-Laufrader. Osterr. 
Ingenieur-Arch. 2, Nr. 2, 138 (1948). 
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Va g = Massendichte 


' “rw [y+ n)ardp 


Dy yar 


Abb. 8. Radiales Gleichgewicht der Fliehkraftwirkungen am halboffenen Laufrad. 


fiir die unbeschaufelte, rotierende Scheibe tiber. Werden die Spannungen o, und o, 
in Gl. (1) durch die Radialverschiebung uw ausgedriickt, 


E du, = 
E du u (2) 
Sey eae (» dr : a 
so ergibt sich eine Differentialgleichung 2. Ordnung fiir u 
au y du |1 y ee ae . 
Ame de gsharirmiter ny, (3) 
8 1 19 
bE a) te or at( + Fo 


oder 

au’ + Bu +yu+6=0, 
in der die vier Faktoren a, 6, y und 6 fiir eine bestimmte Radform bekannte Funktionen 
des Radius sind. 


Diese Differentialgleichung (3) kann fiir einen beliebigen Verlauf von y und » 
mit Hilfe des Differenzenrechenverfahrens gelést werden. Wird der Radius in gleiche 
Intervalle von der GréBe A unterteilt, so ist fiir einen beliebigen Intervallpunkt m 


2 
OE 2 Mind its 08 Bak Then 
dr2 A? ? 
du Um+1— Um-1 
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und es ergibt sich fiir diesen Punkt aus der Differentialgleichung (3) eine Differenzen- 
gleichung 


‘ Xm 
(Um Coe 2Um a a Um a “Az r (Um +17 Um a) ce = YmUm ar Om = 0 
oder umgeformt 


Xm By 2 X, Xx 
Um sal ai ss] Un ( mee Fae Yn) ap Um -a( cae fn) ag Oe = 0. (4) 


Wird diese Gleichung fiir alle Intervallpunkte aufgestellt, so erhalt man zusammen 
mit den Randbedingungen, z. B. o, = 0 fiir den Innen- und AuBenrand, die ebenfalls 
in Differenzen ausgedriickt werden miissen, ein System von n linearen Gleichungen 
mit » Unbekannten, das nach dem Gaufschen Algorithmus gelést werden kann. 
Aus dem sich daraus ergebenden Verlauf der Radialverschiebung w kann der Verlauf 
der Spannungen nach Gl. (2) ohne weiteres ermittelt werden. 

b) Fur die Berechnung der Biegespannungen wird die Annahme getroffen, dab 
die Schwerpunktskreise der Axialschnitte die bereits berechnete Radialverschiebung w 
beibehalten und da“ zylindrische Schnitte sich durch die Biegung in Kegel ver- 
formen, deren Erzeugende um y gegen die Achsenrichtung geneigt sind und auf der 
durch den Schwerpunktskreis gedachten Biegefliche senkrecht stehen. Die axiale 
Verschiebung der Biegeflaiche sei w. Um die in der Scheibe wirkenden Biegemomente 
zu erfassen, wird das Gleichgewicht an einem Element nach Abb. 4 betrachtet. Dabei 


(6,+40,)yrag 


Abb. 4. Momentengleichgewicht am halboffenen Laufrad. 


muB die versteifende Wirkung der Rippen gleichmiBig iiber den Umfang verteilt 
gedacht werden, etwa so, da die Zahl der Rippen vervielfaltigt und die Starke in 
demselben MaBe vermindert wird. Man erhalt auf diese Art eine orthotrope Scheibe, 
deren Biegesteifigkeit in radialer Richtung gréfer ist als in Umfangsrichtung. Die 
letztere Biegesteifigkeit ist als” ait 

Ky ~ da aa vy?) 


anzusetzen. Fiir die radiale Biegesteifigkeit ergibt sich im folgenden auf Grund 
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obiger Annahmen zwanglos ein aus der Steifigkeit der Scheibe und der Rippen 
zusammengesetzter Ausdruck. 

An Hand des Elements nach Abb. 4 1aBt sich das Gleichgewicht der Momente 
um die Tangentenrichtung zur Bestimmung der auftretenden Biegemomente unter- 
suchen. Zu den bereits bekannten Spannungen o,, d», o;, die zum radialen Ver- 
schiebungszustand « gehéren, treten Zusatzglieder Ao,, Mo, und Ao, entsprechend 
den radialen Verschiebungen Au der Biegung, die in jedem Zylinderschnitt mit dem 
Schwerpunktsabstand & linear zunehmen. Es ist Ati= 6p See 

Die Verzerrungen in radialer und tangentieller Richtung durch die Biegung sind 
in Punkt S,: Ree ey 
ep? = = =é,+, 


wobei é, den Abstand des Punktes 8, in Scheibenmitte vom Schwerpunkt S des 
Gesamtquerschnittes im Zylinderschnitt angibt. In Punkt 8S, tritt in den Schaufeln 
nur eine radiale Dehnung von der GrédBe 


ef = &w" == E,y" 
auf, wobei £, den Abstand des Schwerpunktes S, der Schaufelquerschnitte vom 
Gesamtschwerpunkt S angibt. Diese Dehnungen sind nach dem Hookeschen Gesetz 
von folgenden Spannungen begleitet: 


E E it, y 
Ao, = 5 — 3 (&? 4 ve?) = — ae Aly ae fe 


r 


E E ’ 
boy =e (eo? +96) =z (% +09’) ©) 


1— 7 
Ao, = — EH &,y. 
Werden die einzelnen, am Element nach Abb. 4 angreifenden Momente der Radial- 


und Umfangsspannungen summiert, so ergibt sich eine Momentenbelastung der 
Scheibe um die Tangentenrichtung je Flacheneinheit der Mittelflache von der GrédBe 


mr, = (0, + Aoy) y2’ + (0, + Ao.) o’ + (69 + Aoy) 2. (6) 


Wenn nun hier die Ausdriicke fiir 4o,, 4c, und Ac, eingesetzt werden, so treten drei 
Glieder ein, die von y’ und y abhangig sind und somit als unbekannt zu gelten haben. 
Der Ausdruck fiir m, lautet nun: 

— m, =o, y2! +090! + ony tw Big, (2 +72) — ent] + 


—— r 


(7) 
) 


mes 


2 


H en 
Pe 18 ( = 
Fiir eine Scheibe ohne Schaufeln geht mit 7 = &, = &, = 0 der Ausdruck fiir m, in 
die Form — m, = o,: yz’ iiber, der fiir die Berechnung der Biegespannungen einer 
rotierenden unsymmetrischen Scheibe ohne Rippen verwendet werden kann. 


Durch die Biegung entstehen radiale Biegespannungen in der Scheibe und in 
den Schaufeln von den Gréfen 


E , y 
a) => élp +2), 
6, =H ey’; 


die proportional dem Abstand € vom Schwerpunkt S sind. Die Momente dieser 
Spannungen um den Schwerpunktskreis sind durch die Integrale 


M,,=\oPédF und M,,=|oédF 
(F' 1) (F 2) 


(8) 
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soe die Flachen F, der Scheibe und F, der Rippen je Zentimeter des Umfanges ge- 
geben. 


ia = oly $o2) fear — Fa lv +52) 


(F1) 


M,,=Ey'\ &dF=EJ,y’. 


(F 2) 
Das radiale Biegemoment je Zentimeter des Umfanges besteht somit aus zwei mit 
der Biegesteifigkeit der Scheibe K, = ss und der Balkensteifigkeit der Rippen 


K, = EJ, behafteten Gliedern, wobei die Tragheitsmomente der Flichen J, und JJ, 
um den Schwerpunktskreis zu berechnen sind. Die Summe beider Steifigkeitszahlen 
kann als die radiale Biegesteifigkeit K, — K, + K, = ae + EJ, des beschaufelten 


Laufrades bezeichnet werden. Das radiale Biegemoment betriigt somit 


M, = K,(y' +7") + Kyy. (9) 


Die Umtangsbiegung der Scheibe bewirkt aufer der Veriinderung der tangentiellen 
Mittelspannung do, noch ein Biegemoment M, je Zentimeter des Radius, dessen 
GréBe durch die den Spannungen (co, + 4o,) iiberlagerten Biegespannungen 


o,f = = = &, (= } vy’), die proportional dem Abstand £, von der Mittelfliche 
der Scheibe (von S,) sind, gegeben ist. 
: + yl2 
; E yo Ey , ! 
My = jap haP = H(t toy) esdes= Ets (2 try) =H (% 409) 
(Fy) — y/2 


(10) 
Nun kann das Gleichgewicht simtlicher am Element nach Abb. 4 angreifenden 
Momente um die Tangentenrichtung angesetzt werden. Es ist: 


d(M,r) dy — M,drdy + m,rdrdyp = 0. 
Daraus folgt: 
d(M, r) 


—o Mob rim, = 0 


und durch Einsetzen der Ausdriicke nach den Gl. (9), (10) und Umformung die 
Differentialgleichung fiir py 


v JEG aie i Ko i. My, 
Wee Ke ae. Be de ry 


a pes y Ky, Ber 2 oe 
lle: pe rere pe es . 


Dies ist die Differentialgleichung der orthotropen Kreisplatte veranderlicher Starke, 
die durch das Flichenmoment m, auf Biegung beansprucht ist. Fir die Platte ohne 


2 E yP : : : 
Rippen geht sie mit K,=— 0, K, = K, = Kk, = 45 a A yay in die bekannte Differen- 
tialgleichung fiir Kreisplatten veranderlicher Starke tber. 
Im vorliegenden Falle sind auch auf der rechten Seite fiir m, nach Gl. (7) Aus- 
driicke, die mit y’ und y behaftet sind, einzufiihren, die den Charakter der streng 


linearen Differentialgleichung 2. Ordnung jedoch nicht verandern. Die vollstandige 
Differentialgleichung lautet dann: 


BHY (8 ; 
vr Be py et Kt KK SR, HN tt) — Beant 


(12) 


dj H t & 3 ; é 
+y|y Ky — = sf 1— ay (2 =I 1) =o,yz +o,n6 + Oy y= 


r re 
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Da alle Funktionen von r im vorliegenden Falle des rotierenden Laufrades nur 
zahlenmaBig und graphisch erfaSbar und nicht analytisch ausdriickbar sind, kommt 
fiir die Lésung auch hier nur die Differenzenrechnung in Frage. Hierbei lauten die 
Randbedingungen, da fiir den Anschlu8 an die unverformbar angenommene Nabe 
bei r =r, y= 0 und am Aufenrand fiir r =a das radiale Biegemoment M, = 0 


sein mu. 

c) Zahlenbeispiel 1. 

Die Durchrechnung der Spannungen fiir das in Abb. 5 dargestellte Laufrad hat 
den in Abb. 6 eingezeichneten Verlauf der dimensionslosen Spannungen S = re 


ergeben. Dabei bedeutet « = cat ee 


die Massendichte des Werk- 
stoffes, a den Aufenradius 
und w die Winkelgeschwindig- 
keit des Laufrades. Die Hoéchst- 
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Abb. 5. Halboffenes Laufrad Abb. 6. Spannungsverteilung im halboffenen Laufrad. 


za Rechenbeispiel 1. 
spannung tritt als Umfangsspannung an der Nabe auf und wird durch den Biegungsanteil 
nur unwesentlich erhoht. Den Verlauf der dimensionslos gerechneten Verschiebungen & 
und w sowie den Biegewinkel py zeigt Abb. 7 fiir dasselbe Beispiel. 
III. Die Fliehkraft der Deckscheibe eines geteilten Laufrades. 
Bei der geteilten Bauart der Laufrader nach Abb. 2 ist die Deckscheibe ein eigener 
Teil, der mit der Radscheibe nur in der Nabe verschraubt wird und daher unabhangig 
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von der Laufradscheibe berechnet werden kann. E. Tschech hat hierfiir ein Be- 
rechnungsverfahren angegeben, das hier im Auszug besprochen wird, da die Ergebnisse 
zusammen mit den bisherigen Ableitungen als Grundlage fiir die Berechnung ge- 
schlossener Laufriider dienen kénnen. 
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Abb. 7. Verschiebungen am halboffenen Laufrad. 


Die meist aus dem Vollen gearbeitete Deckscheibe besteht aus der Nabe, die als 
starr angenommen werden kann, sowie aus den Speichen, die einen Teil der radialen 
Beschaufelung des geteilten Laufrades bilden, und dem Radkranz. Dieser hat etwa 
die Form einer Kegelschale. Zu seiner Berechnung konnte die Biegetheorie der 
Kegelschale veranderlicher Wandstarke herangezogen werden. Man kann sich aber 
auch der Theorie des stark gekriimmten Ringes bedienen. Diese hat den Vorteil, 
daB hier auch die nicht rotationssymmetrischen Verformungen infolge der diskontinuier- 
lich tiber den Umfang verteilten Speichen erfaBt werden k6nnen. 


Zieht man die Ringtheorie heran, so lauft die Erfassung des elastischen Zusammen- 
wirkens zwischen den Speichen und dem Radkranz auf die Losung einer zweifach 
statisch unbestimmten Aufgabe hinaus. Es wird zu diesem Zwecke die Verbindung 
zwischen Speichenstern und Radkranz gelést gedacht. Dann werden an den Ver- 
bindungsstellen statisch unbestimmte Ubertragungskrafte, und zwar je Speiche eine 
Radialkraft X, und ein Moment X, angebracht (Abb. 8), worauf jedes System fiir 
sich berechnet werden kann. SchlieBlich miissen die Deformationen von Speiche 
und Ring an den Verbindungsstellen, das heiSt in einem spater noch genauer zu 
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definierenden Punkte O einander gleichgesetzt werden. Die statisch Unbestimmten 
werden dann aus diesen Zusammenhangsbedingungen ermittelt: 


6, = O19 + X, 64 + X, O12 = 9, 


(13) 
dg = O29 + X4 91 1 Xs O22 = 0. 


Darin bedeutet 5, die radiale Klaffung zwischen Radkranz und Speiche in O, bestehend 
aus der radialen Klaffung, infolge der 4uBeren Lasten allein (Flichkrafte), infolge X, 


Speiche 


Nabe 


Abb. 8. Berechnungsschema der Deckscheibe. 


allein und infolge X, allein. Die Grofe 6, ist die Winkelklaffung in O zwischen Rad- 
kranz und Speichenstern. Sie ist ebenso wie 6, aufgebaut. Jede GréBe 6,, besteht 
aus ihrem Ring- und ihrem Speichenanteil 


On = Oke aii Oikg: 


Die Berechnung dieser Anteile mu zuerst erfolgen. 


a) Die Formanderung des Radkranzes. 


Zufolge der eingangs erwihnten Annahme, dafi bei der Deformation des Rad- 
kranzes seine Querschnittsgestalt unveraindert bleiben soll, kénnen die in jedem 
Teilchen angreifenden Fliehkrafte zu einer gleichmafig tiber den ganzen Radkranz- 
umfang verteilten radialen Kraft P im Abstand tp zusammengesetzt werden (Abb. 8). 
Diese radialen Krafte P bewirken eine gleichmaiBige Aufweitung und ein Umstiilpen 
des Radkranzes. Wir trennen diese beiden Vorgainge, indem wir die Krafte P durch 
gleichgerichtete, im Punkt O angreifende Krafte ersetzen, zu denen ein gleichmaBig 
tiber den Umfang des Ringes verteiltes Umstiilpmoment W = P (T — ty) hinzutritt, 
wobei der Punkt O so bestimmt wird, da® die dort angreifenden Radialkrafte eine 
reine, das heift umstiilpfreie Ringaufweitung erzeugen. Dann mu nach dem Betti- 
schen Satz derselbe Punkt O fiir die Belastung W der Drehpunkt des Querschnittes 
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sein. O heiBt der neutrale Punkt des Querschnittes*. Seine Koordinaten kénnen fest- 
gelegt werden durch die Bedingungen 


y dF ee | zaF 0 
Ra ee ee I 
(F) (F) E 
Die GroBen 19 zp uNd dg9 p errechnen sich aus xleichgewichtsbetrachtungen mit 
po Lee es 
OR Sa Fr 
und 
PR(T—tp) 
COR= “Sa Bd, (14) 
worin 
- 22d 
Jy=|— a 
a aes 
(fF) 
bedeutet. 


aS 
= 
hs 
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Abb. 9. Ringsegment zwischen zwei Speichen. 


Wir betrachten nun ein zwischen zwei aufeinanderfolgenden Speichen liegendes 
Ringsegment unter der Einwirkung der Krafte X, (siehe Abb. 9). Es wird M, = 0, 


M,=0, No=—- *) cotg x. Die einfach statisch unbestimmte Rechnung ergibt 
M4 = aus (x — cotg x) 


und damit die Verteilung 
ee ae (— «+ sing + cotg « cos 9). 


Ebenso ergibt sich unter den Momenten X, 


: os. (cotg «cosy + sin@), 


2 
ae 
Mr, = — 5 (cotg «sin p — cos 9), 
und 
& J yz 
M, = X.-> A “. 


y 


4 Biczeno-Grammel: Technische Dynamik, 8. 396. Berlin: Springer-Verlag. 1939. 
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Die EinfluBgréRen 6;, berechnen sich nach den bekannten Regeln der Baustatik mit 


RJ ow cotg a R ai 
Sur= 2E8@ ae 1355 a) + TEP ae eee 
RJ ow I 
dpr= S1r=— 9H@ (—«4 img Oe a}, ie 
Jay 1l+yY o J,  1+7) cotga Dry se 18% 
Ooo R= E ES he In pace er In 2 2F,P | 
Darin bedeutet ® den Ausdruck 
OSes) = ee, 
2qF 
Joa Wa 
1+ 
(F) 
und wegen 
| yd =0 
Jae iy Fe 
(fF) 
pa Sen ake 
Vee 
155 
(F) (fF) 
a4 ee a7 dF 
1+4 
(F) (F) 


J ist der Torsionswiderstand des Ringquerschnittes. Er wird fiir das schmale Profil 


numerisch nach der Formel 
U 


1 Fe 
Jp = 3; 3 ds 
bestimmt, wobei U die Abwicklung der Querschnittsmittellinie und ¢ die verander- 
liche Profildicke bedeutet. 


b) Die Forminderung der Speiche. 


Ebenso wie bei der Ringberechnung haben wir auch hier wieder nacheinander 
die Deformationen der Speiche unter der Einwirkung der Fliehkrafte und der beiden 
statischen Unbestimmten X, = 1 und X, = 1 zu bestimmen. Dabei sind lediglich 
die Verschiebungen und Drehungen des durch den Drehpunkt O hindurchgehenden 
Querschnittes 9, aufzusuchen (siehe Abb. 8). Die Nabe wird zylindrisch mit dem 
Halbmesser 7) angenommen. Wenn die Speiche die jeweilige Hohe h und die Dicke ¢, 
besitzt, ist die durch die Fliehkraft hervorgerufene Lingskraft 

a 
IN == thie \ ht,rdr. 


r 


Da diese exzentrisch angreift, verbiegt sie die Speiche mit einem Biegemoment 
M,=N.(5—), 


wenn e den Abstand des Angriffspunktes von N, von der r-Achse bedeutet. Die 
Verlangerung 6,), der Speiche zwischen 7) und R ergibt sich mit 
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Analog ist 
R R 
“ “dr | ( M2 
Eby.= |p + \-Foar, (16) 
To ro 
3 
E 643, = Eb, = \ 4" dr, 
Bachem: 
Bég.= \> 


c) Die Bestimmung der statisch Unbestimmten X, und X,, 


Nachdem die an Ring und Speiche im Punkte O zufolge der Fliehkrafte, der 
Kinzelkrafte X, = 1 und der Einzelmomente X, = 1 auftretenden Forminderungen 
berechnet sind, kénnen nun die Koeffizienten der Gl. (13) angeschrieben und diese 
nach X, und X, aufgelést werden. Dann ist es mit Hilfe der GréBen X, und X, 
moglich, die Gesamtdeformation des Ringes als algebraische Summe der errechneten 
EKinzeldeformationen zu bestimmen. Ebenso kénnen die Deformationen in den Feld- 
mitten des Ringes bestimmt werden. Nach den bekannten Formeln fiir den stark 
gekriimmten Ring kann man auch an jeder Stelle den Spannungszustand ermitteln. 


d) Zahlenbeispiel 2. 


Kine solche Berechnung der Verformungen und Spannungen wurde fiir eine Deck- 
scheibe nach Abb. 10 mit 135mm AuBenradius aus Duralumin durchgefihrt. Die 
senkrecht zur Oberfliche des Deckringmantels ermittelten VerschiebungsgroBen »v 
sind in dieser Abbildung durch Héhenlinien dargestellt. Ihr groBter Wert betragt 
0°689 mm bei 22000 U/min, die Radialverschiebung an dieser Stelle 0°277 mm und 
die Axialverschiebung 0°636 mm. Dagegen ist die entsprechende Verschiebung 
an den Speichenangriffsstellen nur 0°282 mm. Diese Verschiebungen sind somit fiir 


die Bemessung der Luftspalte 
recht bedeutungsvoll. 
Abb. 11 zeigt den Spannungs- 
Bs verlauf im Ringquerschnitt in 
Feldmitte zwischen zwei Spei- 
. chen in axonometrischer Darstel- 
lung. Der gréBte Spannungswert 


S =—2— = 0°50 tritt am 


ua ow? 


Abb. 11. Umfangsspannungen der 
Abb. 10. Deckscheibe zu Rechenbeispiel 2. Deckscheibe in Feldmitte. 
16* 
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AuBenrand auf und entspricht einer tatsdchlichen Spannung von o = 1380 kg/cm? 
bei 22000 U/min. 


IV. Das geschlossene Laufrad. 


Fiir das geschlossene Laufrad nach Abb. 1, bestehend aus einer rotierenden 
Scheibe, den Schaufeln und dem Deckring, mu8 die Berechnung ahnlich wie im 
vorhergehenden Abschnitt den Zusammenhang zwischen dem Deckring und dem 
halboffenen Laufrad formulieren. Es gilt hier fiir die radiale Klaffung analog zu 
Gl. (13) die Beziehung 


01 =a 010 ae Xy O11 ate X» O12 — O10R = Orr ae XxX, (O11R 1 O14) +H X» (OioR ia 0121) = 0 (17) 
und fiir die Winkelklaffung 
Oy = bog + Xy 001 + Xo O09 = 509 p+ S204 + X1 (601 + S14) + Xe (Geen + 42214) =9. (18) 


Die auf den Deckring beziiglichen EinfluBgréBen 6;,2 sind identisch den in 
Abschnitt III berechneten, da sich am Deckring nichts geindert hat. An die Stelle 
des Speichensternes ist gegeniiber vorher aber 
nun das halboffene Laufrad getreten, dessen 
HinfluBgroBen als 6;;, 7, bezeichnet werden. Da 
es sich fiir den Zusammenhang um die De- 
formation des Querschnittes r = R durch die 
Drehpunkte O des Deckringes handelt, miissen 
diese nun auf Grund der in dem Abschnitt II 
fiir das halboffene Laufrad unter Einwirkung 
der Fliehkraft ermittelten Verformungen wu, des 
Punktes D und y, fiir diesen Schnitt ermittelt 
werden. Es ist 


O10n =U —CYo und dy97 = Yo 


c bedeutet den Abstand des Punktes O von D 
nach Abb. 12. 


Die jetzt noch unbekannten Gréd8en 4), z, 
0197 = 5217, 522, Miissen in gesonderten Rech- 
-nungsgingen erst bestimmt werden. In Ab- 
anderung der in Abschnitt I] ermittelten 
gleichmaBigen radialen Dehnung eines rotie- 
renden halboffenen Laufrades unter der Wir- 
kung der Fliehkrafte ist nun ein solches im 
Halbmesser +r = R durch k& Krifte X, in O 
belastet und ruhend zu betrachten. Fiir die nun 
auftretende Radialverschiebung w, gilt die Dif- 
ferentialgleichung (3) ohne Fliehkraftglied 


aU’ + Buy +yuz= 0 
Abb. 12. Berechnungsschema des ge- ? 
schlossenen Laufrades. mit den Randbedingungen, da innen_ fiir 
; r=, 6,=0 und tr r= Rind A, 
bei k Rippen 2 Ra (yo, + 0,) = k sein muB. Diese zweite Randbedingung lautet 
mit o, = 06, — V0, 


k 
(y¥ +) o,—vy = FET 
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und nach Kinsetzen der Ausdriicke aus Gl. (2) fiir o, und Oy 


u u . Aue 
(y +m) (u’ +9] on (Fh bru) = ee 


Die Lésung des Gleichungssystems, dessen Koeffizienten dieselben wie fiir die 
Berechnung von w, sind, fiihrt zum Wert von u, fiir den Punkt D. Die Rechnung 
unterscheidet sich von der in Abschnitt II ausgefiihrten Differenzenrechnung nur 
dadurch, daB jetzt das Fliehkraftglied 6,, = 0 ist. 


AuBer der radialen Verschiebung wu; wird sich unter den Momenten X,-c noch 
eine Verbiegung des Laufrades einstellen, die nach Abschnitt IT berechnet werden 
kann. Unter denselben Voraussetzungen, wie sie dort getroffen wurden, bringt diese 
nur eine Verdrehung des Zylinderschnittes r= R um den Punkt D hervor. Zur 
Berechnung dieser Verdrehung ist die Differentialgleichung (12) heranzuziehen, 
wobei fiir o,, o, und o, die unter X, = 1 entstandenen, zu uw; gehérigen Spannungen 
einzusetzen sind. Die Randbedingungen lauten nun, da8 fiir die Nabe bei r = 1; 


oo, = 0-und fir r= Rk, M, = SES sein muB, wobei X, = 1 eingefiihrt wurde. Auch 


diese Teilrechnung mu als Differenzenrechnung ausgefiihrt werden. Wenn sich 
fir X,— 1 fir den Punkt D ein Wert y, ergibt, ist die unter dieser Kraft ent- 
stehende Radialverschiebung des Punktes O 


Onn=Uy— CY 
und die Verdrehung 
Oo1n = YI- 


Weiters mtissen die zu X, = 1 gehorigen Verformungen am halboffenen Laufrad 
ermittelt werden. Diese reine Momentenbelastung ruft unter den getroffenen Ver- 
einfachungen nach Abschnitt II nur eine Verdrehung des Querschnittes um D hervor, 
deren Berechnung wieder mit Hilfe der Differentialgleichung (12) unter der Bedingung 
0, = 0, = 6, = Oerfolgen kann. Da der Einflu8 dieser Spannungen auf den Rechnungs- 
gang gering ist, geniigt meist ein Differenzenrechnungsgang fiir beide Momente, so 
daB der unter dem Moment X,c = c fiir X, = 1 entstandenen Verdrehung y; nun 
unter dem Moment X, = 1 angenahert eine Verdrehung 


1 
ei = pert 
entspricht. 
Es entstehen somit unter dem Moment X,= 1 die Verformungen 
On = — CY = PD 
1 
On = Yu = — Yr 


Fiir die Berechnung eines geschlossenen Laufrades sind nach dem geschilderten 
Verfahren Differenzenrechnungen zur Bestimmung von up, uy, yo und p; auszufihren. 
Mit diesen Ergebnissen sind alle EinfluBgro8en und damit aus den Gl. (17) und (18) 
auch die statisch Uberzaihligen X, und X, bestimmt. Da nun der Verformungszustand 
des Laufrades durch die resultierenden radialen Verschiebungen der Mittelflaiche 
U =U) + X,u,z und die Verdrehungen 


y= pot Xiyrt Xe ¥n 


gegeben ist, kann aus diesen auch der Spannungszustand im Laufrad nach Abschnitt I 
sowie im Deckring nach Abschnitt III berechnet werden. 
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Zahlenbeispiel 3. 


Ein geschlossenes Laufrad von der in Abb. 13 gezeigten Form mit dem Auben- 
radius a = 13°5cm mit & = 12 Schaufeln wurde durchgerechnet und ergab die in 
Abb. 14 zusammengestellten Beanspruchungen und Verschiebungen. Die Spannungen 
im Deckring sind hier etwas geringer als die desselben Deckringes mit Schaufelstern 
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Abb. 13. Geschlossenes Lauf- Abb. 14. Spannungsverteilung im geschlossenen Laufrad. 
rad zu Rechenbeispiel 3. 


im Zahlenbeispiel 2, da das halboffene Laufrad gréBere radiale Steifigkeit besitzt. 
Die Radialverschiebung der Deckscheibe betragt hier dimensionslos gerechnet an 
den Speichenangriffspunkten w= 341°5-10-® gegen w = — 401: 10-® beim Deck- 
ring mit Schaufelstern. Die in Scheibenmitte auftretenden SpannungsgréBen S, + AS, 
und S, + AS, sind von ahnlicher GréBe wie beim halboffenen Laufrad, da die Ver- 
groBerung der Flichkraftspannungen zufolge der Deckscheibe durch die Biegewirkungen 
praktisch wieder aufgehoben wird. 


(Hingegangen am 20. Januar 1953.) 
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Uber eine besondere Klasse von zweiten Randwertaufgaben. 
Von P. Lesky, Innsbruck. 
Mit 1 Textabbildung. 


Zusammenfassung. In einem kreisférmigen und elliptischen Bereich wird folgende Rand- 
wertaufgabe behandelt: Gesucht ist eine harmonische Funktion, deren Ableitung nach einer 
abwechselnd ins AuBere und ins Innere des Bereiches weisenden Richtung auf dem Rande vor- 
gegeben ist. 


Summary. In a circular and elliptic range the following marginal value problem is being 
treated: An harmonic function is to be found whose derivation conformable to a direction 
alternately leading outwards and inwards of the range under consideration, is given on the margin. 


Résumé. L’auteur a choisi la sphére circulaire et elliptique pour traiter le probléme suivant 
des valeurs marginales: Il cherche & établir une fonction harmonique dont la dérivée selon une 
direction visant alternativement l’extérieur et l’intérieur de la sphére, est donnée a la circonférence 
de cette derniére. 


Te 


Fiir einen einfach zusammenhiingenden Bereich B der x y-Ebene mit der durch 
 regulire Kurvenstiicke gebildeten Berandung R (B) sei folgendes Problem gegeben: 


Ap (2.4) 0 in B, (1) 


cet y) = ey) | [cos (nv x) sin (n x)] + en [cos (v x) sin(n x)|]=F'(s) auf R(B), 


wobei es sich in /[...] und g[...] um beliebige stetige Funktionen der Cosinusse 
bzw. Sinusse der Winkel (x x) handeln soll. Unter n verstehen wir die 4uBere Normale 
beziiglich R& (6), unter s die Bogenlinge auf R(B) und unter F (s) eine stiickweise 
stetige Funktion der Bogenlinge s. 

Der einfachste Fall wiirde mit 


Tle Ober (% 2) gif <<) = sim (” @) 
vorliegen, dann wiirde es sich um das Problem von Neumann in B handeln, wobei 
auf R (B) i. 
ie Aw. 

vorgegeben ware. Sind aber f [...]undg [...] keine linearen Funktionen von cos (n «) 
und sind (n x) mehr, dann tritt der Umstand auf, da8 die Richtung », nach der wir 
die Funktion (xy) ableiten, abwechselnd ins 
AuBere und ins Innere von B weist. 


nhy 


Wir betrachten hierzu einen einfachen Spezial- 
fall, namlich 


} [-..| = cos 2 (n x) = cos? (x x) — sin? (n 2), 


.g[..-.]=sin 2 (n x) = 2sin (n x) cos (n =), 
das heiBt, es handelt sich um das Problem 
Ag = 0 in B, (2) 


dy ~~ ex 
Nehmen wir B kreisformig an, dann gibt uns die Abbildung ein Bild der Richtungen 


fiir die vorgegebenen Ableitungen. 

Im folgenden wollen wir uns mit den Fallen, in denen es sich um einen kreis- 
férmigen bzw. elliptischen Bereich handelt, befassen, wobei sich im Laufe der Be- 
rechnung ein neues, vollig ungewohntes Summierungsverfahren ergeben wird. 


OF — © oo, 9(n x) + $f sin 2 (nx) = F(s) aut R(B). 
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Der Fall (2) ist fiir den Kreis von G. Platone? und fir die Ellipse von mir? be- 
handelt und mit einem Existenztheorem als losbar erwiesen worden. 


LT: 


Zunachst transformieren wir das Problem (1) in Polar- bzw. konfokale elliptische 
Koordinaten 


1 It—¢ 1 mee 
2 = ecos@ se $4 9 4-74) cosO=w008 0 
<p S05 lea) 
0Sesh l+q jazyk , fo=e 
y=osinO =| spre 5 ,) sin @=vsin 0 


o = 1 erzeugt die Ellipse, deren kleine Achse q und deren groBe Achse 1 ist und die 


den R(B) bilden soll; Le taj 
eo=\V 44 


erzeugt die dem Abstand zwischen den Brennpunkten FF’ entsprechende ausgeartete 
Ellipse. Fiir g = 1 gehen die elliptischen in die Polarkoordinaten tiber; das heiBt, 
in den folgenden Untersuchungen, die wir fiir die Ellipse fiihren, sind mit g = 1 die — 
entsprechenden Ergebnisse am Kreis enthalten. Es wird so 
dp oy oveos @ v cos O usin O 
ae: ao @ + u*sin? O / ( Vv cos?O + w2sin?@’ |v? cos? @ + u? sin? O 


dy de 


in O Cd) in © 0 
+ 28 9. 4G Ret $F a) 
und fiir R(B) (e = 1) ergibt sich die neue Randbedingung 
Op [ qcos®@ sin O : | 
(3) q008 6 f (ae iar )+sinOg(...) = 


(4) 


r oe jae sin Of(...) + qceos@g(...)]|=F (O) (q?cos*O + sin? O)=G (0). 


Aus der Differentialgleichung wird 


0? id Po 
ae tae + F=0 (5) 


fiir elliptische und Polarkoordinaten. (4) und (5) stellen nun unser Randwertproblem 
in den neuen Koordinaten dar. Diese Bedingungen sind aber zur eindeutigen Be- 
rechnung der Lésung ¢ (@ @) noch nicht hinreichend. Wie A. Ghizzetti in seiner 
Arbeit: ,,Sui problemi di Dirichlet e di Neumann per l’ellisse“* zeigt, miissen im Falle 
der Ellipse fiir y(e @) die weiteren Bedingungen erfiillt sein: 


(29) (6) 


fiir 0 = 0) muB ~(e@) eine gerade Funktion von 0, 
fiir 0 =e) muB ” 


80 eine ungerade Funktion von 0 
sein. Man sieht diese Bedingungen unmittelbar ein, wenn man die Ellipse e, < @ < 1 
auf einen Kreisring abbildet, dessen Innenradius 9, und dessen Aufenradius 1 ist. 
Beim Kreis entspricht dies der Bedingung, daB die Lésung fiir 9 = 0 regular sein muB. 
Dariiber hinaus muB die vorgegebene Funktion G (@) sogenannten Vertriglichkeits- 
bedingungen geniigen, die sich im Laufe der Berechnung unseres Problems ergeben 
werden. 
1 M. G. Platone: Sugli stati di tensione piana in un corpo cilindrico elastico, Annali della 
Scuola Normale Superiore di Pisa, Serie III, Vol. V, Fase. 1—II. 
2 P. Lesky: Determinazione degli stati di tensione piana in un cilindro elastico a sezioni 
ellittiche, Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Serie III, Vol. VI, Fase. III—IV. 
3 Volume XX (1951) dei ,,Rendiconti del Seminario Matematico dell’Universita di Padova‘. 
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Ill. 


In der tiblichen Art suchen wir die Losung in einer Fourier-Reihe darzustellen: 
9(@0) = + 2 (ax (2) e0sk O +b, (Q) sink 6) 
=1 
mit den Fourier-Koeffizienten : 


a(o= 2) 9 (0 @) cos k OdO: b= 20g (00) sinkOdo. 


Zu deren Bestimmung findet man, die Konvergenzeigenschaften der Fourier-Reihe 
voraussetzend, die Differentialgleichungen 


iad 1 / 

a, (@) + es: (o) o a; (e) = 9, 
a 1 , k2 

by (e).+ ¥ b,’ (@) “or Ox (9) = 0 


Deren Lésungen sind: 


a, (o)=A,o'+ B Bic 
ay (e) = Ay + Bylog o, Ke oo i oft sae K=1,2,3,..- 
k et k k ° 


Die Bedingungen (6) fordern a,’ (09) = 0, 6; (09) = 9, ax’ (09) = 0, das heiBt 
Bo=0; B,e=Azor*s Dy,= — Ci 007", (7) 


bzw. beim Kreis (0, = 0) 
Soa eee OF COD, "0. 


Es bleibt somit die Bestimmung der Konstanten A, und C;,, auf Grund der in (4) 
fiir 0 = 1 gesetzten Bedingung, das heiB®t aus 
22% 
1 ( { d 
ake [qcosOf(...) +snOq(. Wet oe [—sinOf(...) + 
0 
(8) 


e os Lig 9 coskO@ 1 ORs UREOA Bee 
ail ae ( Vinee pa aa se 

Durch Integration der Gl. (8) findet man dann Formeln zur Bestimmung der 4A, 
und C,, wodurch das Problem formell gelést ist. Wir beschranken uns im folgenden 
darauf, den Sonderfall (2) durchzuarbeiten, der uns zumindestens Einblick in die 


auBerst eigenartige Bestimmung der A, und C;, gibt. 
TVs 


Im Falle des Problems (2) haben wir 


gq? cos? @— sin? @ | 2sin 0 cos © © 
l= q? cos? @ + sin? @’ Da gq? cos? @ + sin? @’ 


und daher 
a8 cosk O aa cosk@ 


1 1 
ES ete dO =—\G(0 
oie qcosO + 4 gine a6 x | ( ) nko 
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woraus man durch Integration 


¢ [4x41 (1) + a, —1 (1) — (4 + 1) a4.) — (k — 1)a,_,(1)] = 29%, &=0,1,2,... 
g [Bx aa’ (1) + bp —1' (2) — (4 + 1) be 41) — (4 — 1) Op -1 II = 2p, = 1,2,8,... 


erhalt. Die a,b, einsetzend, erhalt man fir 


ii 0> 20 a) Aes \ 
= tb A= 9) (Lee oe) = Gig C,(1— 4g) (1— oe) = — hy J 


ee Nc aes pe ag Me Ey! Pape 
| ae ee (10) 
(1+ 9 =) Cy-2- = 9k 4+1)Cre1=—“e- 


Fir den Kreis entstehen unmittelbar die Vertraglichkeitsbedingungen 


20 20 1 27 
p= + \G(0)dO=0; g,=—|G(O)cosOdO=0; h,=— | G(A)sin@da =o 
) 0 
(11) 
fiir die gegebene Funktion G(@). Fiir k = 2, 3,4,... erhalt man 
h 
Ay =e ee (12) 
und die Lésungsreihe im Falle des Kreises hat dann die Form 
oa 
v(e0)=A, + D>) [9.1 008kO + hy. sink O] (13) 
k=1 


mit einer willkiirlich wahlbaren Konstanten A,. Fiir die Ellipse bleiben Rekursions- 
formeln zur Bestimmung der A; und C,; die zum Falle des Kreises analogen Ver- 
traglichkeitsbedingungen mtiBten sich im Laufe der Rechnung ergeben. 


Ve; 


Bisher konnten wir Schritt fiir Schritt so ausfiihren, daB mit g = 1 aus dem Falle 
der Ellipse automatisch der Fall des Kreises entsteht. Wollen wir nun aus den Re- 
kursionsformeln (10) die A;, und C;, fiir k = 2 bestimmen, so wiire es natiirlich, jedes A, 
und C,, durch die vorhergehenden A; (i <k) zu bestimmen (bzw. C;). Die dies- 
beziiglichen Bestimmungsgleichungen waren 


— 29% 1 | Pak 4 
Anas ay Lace (LG) (kR+ 1) + 4rigay ye | ’ 
14 
2h, 1 bowl 
Choi = : 


ett Ag FD TO EET OF 

Diese verlieren aber fiir g = 1 ihren Sinn. Es wird nun behauptet, da8 man hier den 
umgekehrten Weg einzuschlagen hat; das heiBt, da man jedes A, bzw. O, durch 
alle darauffolgenden A, und C; (i > k) zu bestimmen hat. Mit anderen Worten aus 

= re ease 
Ane, ae a ic onze (+a) h— 1) =" Arsiz Os’: 

a (15) 
C — | ae a nes ——— +. ¢ A+L 2 
po ek OS a, i oe 
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Indem man von k+ 1 auf k +3 weitergeht usw. erhalt man schlieBlich 


= ) 
2 : 921 ba viete 
4ee+1= GEE) +a) i ae Siren |) 
=k+1 


ji 
co 
1 Na Joys 
Asx 2l—1 21—2hk—2 
Teepe buceehr nee 
l=k+1 
co (16) 
2 hy, 
1 = = hes 21—2k—2 
Con +1 (2k+ bya! ey) A To 9." Lo ’ 
Seo 2 
co 
1 hoy _4 
C..= = S SE alsa 
k(1 -+ q) pee ta Co 
l=k+1 


Da aber laut (9) A,, 4, und C, bereits bestimmt sind, miissen die fiir diese Konstanten 
entstehenden Summen mit den Werten aus (9) iibereinstimmen. So erhalten wir 
drei Vertraiglichkeitsbedingungen: 


Co 
4 
“Fa. 4# Oo 9241 Jo = 0, 
T Qo 
aa 
co 
I2k—1 2k—2 
ee eo (17) 
Loe 
k=1 E 
co 
h 
oye ee es 
apiens gts 0 
b= 


Man sieht unmittelbar, daf die in (16) und (17) erhaltenen Resultate fiir gq = 1 
mit denen des Kreises iibereinstimmen; doch bedarf es noch eines Beweises, daB diese 
invers vorgenommene Summierung das richtige Resultat liefert. 


igs 


Zu diesem Beweis nehmen wir den Fall g = 1 ausschlieBend (es sei immer q < 1) 
die Berechnung der Koeffizienten A, und C;, mit Hilfe der Rekursionsformeln (14) 


vor. So erhalten wir 
k . 


bf it base aan hens 
Cs 


1 You 
Agr+1=—@k+ 101 eal see +2 a jab RU + 2 | 1 + o,f! im) 
k 


C 1 Le ce 
2h k(1+q) re > Mesos RO) 3 


l=1 


ce Me ERE ANY hey 
ee ie Toe cree: pF BF (yg Hl): 
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Beachten wir nun den Umstand, da fiir die Fourier-Koeffizienten 


lim a, (0) > 0, lim 6, (e) > 0 (19) 
k—>oco 


k—->co 
fiir jedes @ aus (0, 1) gelten muB. Weil nun laut (7) 
ay, (0.) = Ay (ot + oo7* o-*); by (0) = Ce (@* + @0"* @*) 
ist, konnen die Bedingungen (19) fiir @ = 1 nur dann erfillt sein, wenn die vier 
Bedingungen gelten: 


co co 


92% —1 2k—2 Go I2k 2k 
ene = LE 8 ae oo 
Di ae = 2 1+ o°* 
k=1 k=1 
co co 
or oe 2 h 
Cee oben (ye C = ok, ey BER 
ape Sy i ; Co eee 
vs 1— ott? °° zo 1— on! 


Die ersten drei sind die bereits in (17) gefundenen Vertraglichkeitsbedingungen, die 

vierte legt C, fest und ist bereits in (16) enthalten. Beniitzt man diese eben ge- 

fundenen Bedingungen und fiigt sie zu den Gl. (18), so erhalt man fiir die Koeffizien- 

ten A, und C, die schon in (16) gefundenen Gleichungen — wie es behauptet wurde. 
Die Lésung des Problems im Falle der Ellipse hat die Form 


= ea D) l ne 
p(@@)= Ag t > 2 Te) 
k 


=1 /J/=1 


+24 —10081O eee ee 
1+ opti t te? 1— 02! + 4h? 
20! 2t+2k—2 
L(1+ 4q) 
Die Konvergenzuntersuchungen beziiglich (20) bzw. (13) findet man in den unter 
Anm. 1 und 2 zitierten Arbeiten. 


N+er—icoslO yy ee 


aay Ea os (20) 
1 o2lt eae 1g ttt ee 2 


(Eingegangen am 9. Dezember 1952.) 


Beitrag zur Stabilitat des Schwingungsvorganges 
im Differentialwasserschlo8. 


Von H. Weirich, Darmstadt. 


Zusammenfassung. Ausgehend von der Bewegungsgleichung des Schwingungsvorganges im 
DifferentialwasserschloB fiir den Belastungsfall werden bei Regelung auf konstante Leistung 
zwei Stabilitatsbedingungen fiir den erforderlichen SchloBquerschnitt und eine weitere Bedingung 
fir die groBte Leistungsabgabe bzw. den gréBten Reibungsverlust im Stollen zu Belastungsende 
fir gedimpften Schwingungsverlauf angegeben. Dann folgt eine Beziehung fiir das kleinste 
Querschnittsverhéltnis und damit fir den kleinsten noch zuliassigen Zentralrohrquerschnitt. 
Die Anwendung der gewonnenen Ergebnisse wird an Hand eines Beispiels gezeigt. 


Summary. Subsequent to the equation of the movement of the oscillation phenomenon in 
the differential surge-tank for the position of load there are indicated for the regulating to a 
constant output two stability conditions for the required surge-tank section and a further 
condition for the greatest output respectively for the greatest frictional loss in the gallery at 
the end of the load for the oscillation course. Then follows a relation for the smallest cross-section 
proportion and with that for the smallest still admissible central pipe cross-section. An example 
shows the application of the results obtained. 


Résumé. Comme suite A l’équation de mouvement du phénoméne d’oscillations dans la 
chambre d’eau différentielle pour le cas d’une charge, il y a chez un réglage pour un débit constant 
deux conditions de stabilité pour la section du chateau d’eau nécessaire et une autre condition 
pour le débit de puissance le plus grand respectivement pour la perte de frottement la plus grande 
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dans la galerie ala fin de la charge pour le cours de l’oscillation amortie. Apres cela suit une relation 
pour la proportion la plus petite de la section et avec cela pour la section la plus petite encore 
admissible du tube central. Un exemple montre Papplication des résultats obtenus. 


1. Einleitung. 


Zur Ermittlung der Schwingungsvorgiinge im Differentialwasserschlo8 wurden vom 
Verfasser bereits ein graphisches! und ein analytisches? Naherungsverfahren angegeben. 
Sie gestatten die Bestimmung der Spiegelstinde im Becken und Zentralrohr sowie 
der Wassergeschwindigkeit im Stollen fiir jeden Zeitpunkt des Schwingungsverlaufes 
sowohl fiir konstante Wasserentnahme als auch bei Regelung auf konstante Leistung 
der Turbinen. Die Stabilitatsverhiltnisse im Differentialwasserschlo8 wurden jedoch 
bisher noch keiner eingehenden Untersuchung unterzogen, obwohl bei Regelung auf 
konstante Leistungsabgabe stehende oder angefachte Schwingungen des WasserschloB- 
spiegels auftreten kénnen. Es soll deshalb Aufgabe der nachstehenden Stabilitits- 
betrachtungen sein, auch fiir diesen Wasserschlo8typ brauchbare Stabilitatskriterien 
zu finden, wie sie bereits fiir ungedimpfte?, gedimpfte* und gekoppelte® Wasser- 
schlésser vorhanden sind. 


2. Die Differentialgleichung des Schwingungsvorganges. 


Fiir Belastungsfille, die im folgenden nur untersucht werden sollen, folgt aus den 
drei Bestimmungsgleichungen, nimlich der DurchfluBgleichung 


g=fot hi +7, (1) 
der Beschleunigungsgleichung 
ee ° 
und der Leistungsgleichung 
C. = 4 (Ho — 22) (3) 


die Bewegungsgleichung des Schwingungsvorganges 
ee er 
oe 2agC, dz, dz, sp C, dzs L gf E Oe 
L f (Hy — 22) 1 dt = dt | (H, — 22)? dt IPF ihe Gea.) 
in welcher die bereits in der unter Anm. 2 angefiihrten Arbeit gewaihlten Bezeichnungen 
wieder sinngemaB gelten. Fiihrt man auch hier die Beziehungen 


\F ayy = 0, (4) 


F, \2 ( dz, \2 
Zo = &y a4( 4) (Sy. (5) 
dz, dz ; F,\?dz, Pz, 
a dt +20, (7) dt dP? (6) 
d*Z., dz, : F,\? | dz, dz, dz, i 
ge Tiga ie (5 ) dt dt | dt (7) 


4H, Weirich: Graphische Bestimmung der Spiegelbewegungen beim Differentialwasser- 
schloB von Johnson. Ingenieur-Arch. 18, 5 (1950). 

2 H. Weirich: Rechnerische Bestimmung der Spiegelbewegungen beim Differentialwasser- 
schlo8 von Johnson. Osterr. Ingenieur-Arch. 5, 154 (1951). 

3 J. Frank und J. Schiller: Schwingungen in den Zuleitungs- und Ableitungskandlen von 
Wasserkraftanlagen, S. 92ff. Berlin. 1938. ; . 

4 Wie Anm. 3, 8S. 106ff. und K. Karas: Rechnerische Ermittlung der Spiegelbewegung ge- 
dampfter Wasserschlésser. Ingenieur-Arch. 12, 395 (1941). _ 

5 W. Jurecka: Die Stabilitat der Schwingungen in zwei hintereinander liegenden Wasser- 
schléssern. Osterr. Ingenieur-Arch. 5, 267 (1951). 
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in die Gl. (4) ein, laBt aber das Glied z, 2,, das gegeniiber 2,? sehr klein ist und weiter in 
FF, \2 / dz, \? 
Hy — m= Hy— a — 0a) Ge) 
die durch den Widerstand im Beckenboden bedingte Verlusthohe «, (a)e2 als 
klein gegeniiber dem Gesamtgefalle H, unbeachtet, so erhalt man unter Vernachlassi- 
gung der Terme mit 2, und 2, von hoherer als zweiter Ordnung die Gleichung der 
Beckenschwingung, beeinflu8t durch die Zentralrohrschwingung, von der Form 


F,\2 et _ Qa FAO, (Pag hs Bye Bz, 
20,F,() (ey 4 F 4 «fh | rag, nh) dt | de® 


g Oh NS Os 462 Wd 1)\ dz gt ag C,? 
—-GoP— uP (St eCe-—s) at 2a age =o @) 
mit F.=F + Ps, ¢ wad) seg 228 


Diese Gleichung mite nun fiir die weiteren Betrachtungen so umgeformt werden, 
daB der Koeffizient des Beschleunigungsgliedes gleich eins ist. Dann wiirde man aber 
eine weitlaufige Formel erhalten, die fiir den praktischen Gebrauch schlecht geeignet 
wire. Man kann jedoch eine iibersi¢htliche Gleichung dann erhalten, wenn man das 
2,?-Glied ebenfalls vernachlassigt. Das ist statthaft, denn es ist, wie Versuchsrechnun- 
gen an einigen Beispielen zeigten, stets 

F,)2/ dz, \2 dz 
zai F a(t) (Gar) <P ae 
Dividiert man die dann verbliebene Gleichung durch den Faktor von z, und erweitert 
alle Glieder mit 


F 


20,F2C, (2agF. 1) dz, 
fth | Lf hj} dt? 

so lautet die Bewegungsgleichung fiir Belastungsfalle, wenn erneut alle Terme mit 2, 

bzw. 2, von héherer als zweiter Ordnung unbeachtet bleiben und wenn nach Ein- 

fiihrung des Querschnittsverhaltnisses 


— ‘| ot ae ee ) 
fiir F,=(1—%)F,. F,=iF (10) © 
gesetzt wird, 
dz (oF F 2-04 (12)? C7) | 4 a? 4 g2r? 2a(1 ) 9g F 1 
et a BBR, [x Oy (ha eyelets : PR L2 . oars 2 t he | 
(da wl Cef(2egk A 2 ao (1—2)2?9C, | «02 (/2atigF 1\] dz 
ea t are ( EN; x) + Lfh aa —2,)( aR; +a Ea 
gf ag 0," 
TE i pee (11) 


3. Stabilitatskriterien fiir endliche Schwingungen. 
Allgemein ergibt die Schwingungsgleichung 
3 +98 +yl)s,=0 (12) 
dann gedimpfte Schwingungen, wenn die mit der Zeit verinderlichen Koeffizienten 9 (t) 


und y (¢) wahrend des ganzen Schwingungsverlaufes positiv bleiben, also 


; p(t) >90, yt) >0 (13) 
ist®, 


8 Siehe FufBnote 3, 8. 93. 
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Um der ersten Bedingung in (13) zu geniigen, muB nach (11) sein 


(Op age a ee Oe (aCe (FS | 
oa 


Fr\ Lf h, Lfh PR Lie eR, (14) 
HefeF pts 4 20, (1—i)?O,2 (421g? 2a(l+igF 1 ]) dz 
GE [~— «(1 1 al Na : Ph |" L? f® aa Lth F h2 lk Te ae 


In dieser Gleichung soll die Spiegelgeschwindigkeit 2, noch mit Verwendung der 
DurchfluBgleichung ausgedriickt werden. Wie bereits in der unter Anm. 2 genannten 
Arbeit erértert wurde, verliuft der Bewegungsvorgang im Schlo8 so, daB bei Belastungs- 
zunahme im ersten Augenblick wegen der fehlenden Druckhéhe im Widerstand des 
Beckens die Spiegelgeschwindigkeit (z,),_.) = 0 ist und die gesamte Bedarfswasser- 
menge zunaichst dem Zentralrohr entnommen wird. Jedoch schon nach wenigen 
Sekunden wird der Zentralrohrspiegel so weit abgesunken sein, daB die dadurch 
entstandene Druckhéhe im Widerstand die Deckung der Fehlwassermenge allein 
aus dem Becken erméglicht. Von diesem Zeitpunkt an bleibt bei richtiger Dimen- 
sionierung des Widerstandes der Zentralrohrspiegel nahezu konstant auf der Hoéhe 
der ersten Extremlage des Beckenspiegels liegen. Die Tatsache nun, daB der Zentral- 
rohrspiegel seine tiefste Lage sehr schnell erreicht, soll auch hier die bereits von R. D. 
Johnson’ gemachte Annahme rechtfertigen, da der Zentralrohrspiegel wahrend 
der ganzen Beschleunigungsperiode seine Extremlage einnimmt, das heiBt also, daB 
die gesamte bendtigte Wassermenge schon vom Zeitpunkt ¢ = 0 an ausschlieBlich 
dem Becken entnommen wird. Dann gilt aber die DurchfluBgleichung 


d 
q=fv+Fis, (15) 


woraus zunichst mit Beachtung von (3) und (5) 


dz, 1 C F dz, 
dt 1a 


- in ova 3) '(F y) vf (16) 


folgt, wenn der Term mit 2,* vernachlassigt wird. Fiihrt man in (16) rechts fiir z,’ 
naherungsweise die Spiegelgeschwindigkeit ein, die sich fiir «, = 0 ergibt, so erhalt 
man schlieBlich mit Beachtung von (10) 


dz, 1 
dt (1—.~aF 


[Se + are (Pe Ae" tot) — of. (17) 


Dieser Ausdruck in (14) eingesetzt, liefert nach einigen Umformungen 


lew 1\, ak(1—7#20, (aC, Kf meat iiawe tt tery ee 
re («bP NG: 1 ; ee zy|(0 kiF i)| ( i) Ph F (18) 
2 «, (1—i)2 0,2 ; k(1+4)PF 1 

—{F [x — 0,1 — a] F 4 ea ja? ke 6 : h Parl] Maes 0 
mit 

eek 

f 
und 


a = O, («, 02 + f2h’) — (20, fhO2Z+fPM)v + a, Ph, v 
Aus (18) folgt bereits als erstes Stabilitétskriterium die quadratische Gleichung 
AF? + BF+C>0 (19) 
7 J. Frank: Das Johnson-WasserschloB. Dtsch. Wasserwirtsch. 27, 128ff. (1932). 
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fiir den Gesamtquerschnitt F des Differentialwasserschlosses zu jedem Zeitpunkt 
des Bewegungsvorganges, worin | 
A = 2a REO 1 — 2) pi (x02 — Piz,) — 200, a] 
B=k(1—1)0, [a fh — 0, (1 —#)? (a 02 — fh? 2,)] — 
k 2 k (1 — 2)? (1 + 4) 0,2 
= {FE [a — 0, (1 — a9] — 2h a, 


c= -—(1—90, [FBG a + pe 


bedeuten. Nach GI. (19) kénnte nun der gréBte Wert von F’, der jedoch noch kleiner 
bleiben miiBte als der gewahlte Querschnitt F fiir abklingende Schwingungen, er- 
mittelt werden, wenn der Zusammenhang von 2z, (t) und v (t) bekannt ware. Da dieser 
aber zunachst nicht vorliegt, geht man so vor, dai man den ungiinstigsten Fall der 
plétzlichen Belastung der Turbinen aus dem Betriebsstillstand betrachtet. Dann 
erhilt man wegen z, = v= 0, h = H, fir die Koeffizienten 


4 «2 a, 7 (1 — 2)? 9° C3 


ie L fH? [(l — 1) PH? — 2 (0,02 +P H*)], 
B= 280! {a (1 4) (PP He? — 0% (1 — 8) 0,7] — (04 C2 + PH): 


fa 2 « 0, (1—7)2 (1+ 1) C2 
[5 lx — ay (1 — aye] — BE 


2 «, (1 —%) C, 
o=— (1-16, |FEF (o, O2 + PH) +P He 


und damit nach (19) eine untere Schranke fiir F. 


Man kann aber noch einen weiteren Grenzquerschnitt fiir F finden, wenn die 
Stabilitatsbedingung (14) nicht fiir den Zeitpunkt ¢=— 0, sondern bei der ersten 
gemeinsamen Extremlage der Spiegel im Becken und Zentralrohr ¢ = ¢, untersucht 
wird. Dabei soll angenommen werden, dafi im ungiinstigsten Falle beide Spiegel 
bis zum Beckenboden — dieser liegt um Hg tiber dem Unterwasserspiegel — ab- 
sinken. Dann folgt wegen 2,=0, 2; =%,mx=H,—H,z und h=H, die Un- 
gleichung 

C, (2agF 1 2 0, (1—i)®* gC, | «02 2QaigF 1 

)+ pty (Fea ~ Ho + Ha)(—“4- — ag) > O 
(20) 
aus der sich als weiteres Stabilitaétskriterium fiir den Querschnitt F wiederum eine 
quadratische Gleichung 


FH,\ Lf ie 


DF?+HF+G>0 (21) 
mit 
D=4600,1(1—1?Hpg’C, bd, 
H=2Lf9C, (oP — o,(l—tPo], (b= we Pe (Ao ee), 
G= —L PHC, 
ergibt. Man erhalt jedoch nach (21) fiir die untere Schranke von F héhere Werte 
als nach (19). 


8 A. a. O. S. 398, GI. (82). 
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schlieBlich auch noch «, = 0, so ergibt sich das Schiillersche Kriterium® fiir dag 
ungedimpfte Schlo8. 

Um nun auch noch der zweiten Bedingung in (13) zu gentigen, miissen die beiden 
letzten Glieder in (11) untersucht werden. Durch Kinfitthrung der Schwingungs- 
weite s, von der Endspiegellage z, als Schwingungsachse nehmen diese dieselbe Form 


gf ag C.? 
LF % > %) — [HF — 2, —8,)2 Pe) 


an wie beim ungedimpften und gedimpften Wasserschlo8. Da nun fiir gedimpfte 
Schwingungen der Faktor bei s, nach (13) stets positiv sein mu8, ergibt sich durch 
Reihenentwicklung beziiglich s, nach K. Karas! auch hier als weiteres Stabilitits- 
kriterium 

P (Hy — z,)* — « C2 [2 (H, —2,) + 38,] > 0, (23) 
bzw. fiir die Leistung 
f (Hy Te Ze)? 


° ~ Vo [2 (Hy —2,) + 38,] 


Macht man wieder die Annahme, daf die Spiegelabsenkung héchstens bis zum 
Beckenboden erfolgen darf, so ist 


(24) 


s, = H, — H, — %,. (25) 
Geht man damit und dem Ausdruck fiir die Leistung 
f 
praia): pee 26 
Oy Vo (H 0 Ze) V2, ( ) 


der sich durch Nullsetzen von (22) mit z, = z, ergibt, in (24) ein, so folgt fiir die 
Endspiegellage bzw. den Reibungsverlust im Stollen zu Belastungsende 


tag lot 8H y+ VGH, ~~ 3H5) le hy a) en) 


Damit findet man aus (24) mit Beachtung von (25) die noch zulassige Leistungsabgabe 
bei gedimpftem Schwingungsverlauf und endlichen Schwingungsweiten fiir jedes Hy 
und Hz. So ist z. B. fir 


A 5 5 1 3 
H g=.0: aa 81> % Ao. CoS Taccieg ae et (28) 
2 jal 2 1 
Bigs get = 291 ee ee (29) 


Da in der Gl. (27) unter der Wurzel eine Differenz steht, wiirde z, fiir den Fall 
12 H,H, > (5H, — 3 Hz)? 


imaginar. Fiir reelle Werte von z, darf somit die Wurzel héchstens Null werden, also 


(5H, —3H,)= 12H, Hz (30) 
sein. Daraus folgt 
7—2V6 
Hy=-— = Mo (31) 
und nach (27) der gro&te mégliche Wert fiir den Reibungsverlust tiberhaupt 
Hy 
—— 32 
Ze< a (32) 


9 Siehe FuBnote 3, S. 104, Gl. (61). 
10 A. a. O. S. 397, Gl. (76). 
11 Diese Werte wurden bereits von K. Karas: a. a. O. S. 397, Gl. (78a) und (78b) gefunden. 
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Mit ihm wird nach (25) 


9—4/6 
ens (33) 
und nach (24) 
RB. 2 
(Vee) Leh, (34) 


C.< = 
Ve(7V6—12) Vo 
Wie man erkennt, fallt bei (29) im Grenzfall die Endspiegellage z, mit der Hohe 
des Beckenbodens Hz zusammen, so da® sich s, = 0 ergibt. Nach (31) und (32) liegt z, 
sogar tiefer als Hy, so da s, nach (33) negativ wird. Das bedeutet aber, daB sich in 
diesen Fallen kein vollstandiger Schwingungsvorgang mehr ausbilden kann. 


4. Bestimmung des kleinsten Querschnittsverhaltnisses inin. 


In der Gl. (19) sind fiir den Zeitpunkt t = 0, ebenso wie in (21) fiir ¢ = #,, alle 
GréBen auBer dem Querschnittsverhaltnis i bekannt. Das letztere muB noch gewahlt 
werden. Die Wahl desselben ist aber leicht méglich, wenn man mit Hilfe der von 
F. Vogt” fir plétzliche BelastungsvergréBerung bei konstanter Leistungsabgabe 
gemachten Annahmen und den dafiir angegebenen Formeln zunachst einen Kleinst- 
wert imi, bestimmt. Es ist q 
n= (35) 

Yo 
der Belastungsgrad mit qg, als Anfangswassermenge und der zur Erzielung der 
Leistung C, erforderlichen Wassermenge beim tiefsten Spiegelstand 
Ce 
Go = Hp 
unter der Annahme, dai die Absenkung wieder hochstens bis zum Beckenboden 


(36) 


erfolgen darf. Mit der zugehorigen Stollengeschwindigkeit vy = a und dem 

Reibungsverlust im Stollen h, = « v,2 ergibt sich die WasserschloBkennziffer 
Lf v9? 

An gf he 

mit dem zunachst noch unbekannten SchloBquerschnitt F, der aber zunaichst mit 

Beachtung der Stabilitaétsbedingung fiir ein gedimpftes WasserschloB" gewahlt 

werden soll und spater durch die Gl. (19) bzw. (21) zu kontrollieren ist. 


Die Kennziffer e mu8 aus den von F. Vogt angegebenen Griinden fiir das Differential- 
wasserschloB korrigiert werden auf 


(37) 


& = 3 (38) 


wobei ¢«, aus der Vogtschen Gleichung 
| ms MR eo  ONK Vee : Ms 
Pai oe r 05 e, — 0-275 /m + —0 9) E =e Ea (1 — 2) (39) 
folgt, die aber fiir den Fall der totalen Belastung aus dem Betriebsstillstand mit 
n= 0 die Form Ho Re 
—9 _ 


ho 


ab hell 
Umax = /0°5 é1 4 oy + O1l= (39a) 


annimmt. Mit bekanntem ¢« aus (37) und ¢, aus (39a) ergibt sich aber wegen (38) 
das kleinste Querschnittsverhaltnis 

, 2 € 

tmin = 3) (1 * =} (40) 


12 Siehe FuBnote 7, S. 129ff. 
138 Siehe FuBnote 8 oder 3, 8. 109, Gl. (77). 
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und damit nach (10) der kleinste Zentralrohrquerschnitt Fy inv der nicht unterschritten 
werden darf. Die wirklich ausgefiihrte Fliche F, liegt in der Nahe des Stollen- 
querschnittes f. . 


5. Beispiel. 


Ks sollen die Stabilitiitsverhiltnisse einer Anlage mit den Ausfiihrungs- und 
BetriebsgréBen 


Ea 200 mn, 

F, = 24°83 m2, | chee la LAT ee f 

F,= 3-47 m?, (2:1m®), | = 28°3 m*, (6m ®), 4 = 7 = 0-123, 
{= 3°80 m?, ‘(2°2'm @); 


H, = 20m, H, = 16m, 
« = 0°0752 sek?/m, x, = 0°599 sek?/m, 


q. = 10 m3/sek, v, = a = 2°63 m/sek, z, = « 0,2 — 0°52 m, 


C. = 4. (Ho — 2) = 194°8 m4/sek 
untersucht werden. 

Nach (19) findet man fiir dimpfungssichere Schwingungen fiir den Gesamtquer- 
schnitt den Wert F > 7°6 m?, wihrend sich nach (21) F > 14:86 m? ergibt. Beide 
Bedingungen sind also erfiillt, weil der ausgefiihrte Querschnitt F = 28°3 m2 betragt. 
Die weitere Bedingung (24) ist mit s, = 3°48 m nach (25) ebenfalls erfiillt. Das be- 
trachtete DifferentialwasserschloB ist somit als stabil anzusehen. 

Das kleinste Querschnittsverhiltnis erhalt man mit gq, = 12°18 m/sek, v, = 
= 3°2m/sek, h) = 0°77 m, ¢ = 47°16, ¢, = 51°6 nach den Gl. (36), (37) und (39a) 
aus (40) zu tj, = 0°0573 und damit den kleinsten Zentrarohrquerschnitt 
Pisin 4 GZ am. 


(Hingegangen am 5. Februar 1953.) 


Uber die symmetrische Rollung. 
Von R. Bereis, Wien. 
Mit 3 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Es werden jene speziellen ebenen Bewegungen, die beim Rollen einer 
Kurve auf einer kongruenten und beziiglich der Walztangente stets symmetrisch liegenden Kurve 
vorliegen, in bezug auf differentialgeometrische Eigenschaften bis zum vierten Grad untersucht. 
Insbesondere werden einfache Aussagen iiber den Ballschen Punkt, die Scheitelkurve und die 
Burmester-Punkte gemacht. 

Summary. The object of the paper is an examination of the differential-geometrical properties 
to the fourth degree of those special two-dimensional motions arising in rolling a curve on a 
congruent curve always symmetrically located in respect to the rolling-off tangent. In particular, 
simple statements are made concerning the Ball point, the vertex curve, and the Burmester points. 


Résumé. L’auteur examine les propriétés différentio-géométriques jusqu’au quatriéme 
degré des mouvements spéciaux planes qui se produisent en faisant rouler une courbe sur une 


courbe congruente toujours arrangée symétriquement par rapport a la tangente de roulement. 
En particulier, le rapport arrive & de simples constatations concernant le point Ball, la courbe 


de sommet et les points Burmester. 


1. Einleitung. 


Jede ebene, nicht rein translatorische Bewegung eines starren Systems 2 kann 
bekanntlich durch gleitungsloses Abrollen emer Kurve c, der sogenannten Gangpol- 
kurve, auf einer festen Kurve cy, der Rastpolkurve, erzeugt werden. Sind ¢, Cy ins- 
besondere kongruente Kurven, die im Ablauf der Bewegung stets in symmetrischer 


Li* 
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Lage beziiglich der Walztangente bleiben, so soll kurz von einer symmetrischen 
Rollung gesprochen werden. 

Die genannte Besonderheit des Polkurvenpaares bringt gewisse Vereinfachungen 
in den kinematischen Verhaltnissen mit sich. So kann z. B. die Bahn eines beliebigen 
Systempunktes 7’ punktweise durch Spiegelung eines festen Punktes 7, an den 
Tangenten ¢ der Rastpolkurve cy ermittelt werden; 7’, liegt dabei beztiglich c, so wie 
T beziiglich c. Der Mittelpunkt der Strecke 7, 7 ist FuBpunkt des aus 7, auf ¢ 
fallbaren Lotes und beschreibt die ,,Fu8punktkurve 
von ¢, fiir 7)‘. Aus dieser FuBpunktkurve geht die 
Bahn von 7 durch zentrische Verdoppelung von 7’, 
aus hervor, ist also selbst FuBpunktkurve jener zur 
Rastpolkurve c, ahnlichen Kurve c,, die durch die- 
selbe zentrische Verdoppelung geliefert wird (Abb. 1). 

Auf Grund der bekannten Bedeutung des im 
Walzpunkt liegenden Momentanzentrums VM mu8 der 

oS um M durch 7 geschlagene Kreis die Bahnkurve in 

Abb. 1. T beriihren. Da er aus Symmetriegriinden auch den 

festen Punkt 7, enthalt, so laBt sich die Bahn 

von 7 auch als Hiillkurve aller Kreise gewinnen, die den Punkt 7’, gemein haben 

und deren Mittelpunkte die Rastpolkurve c, erfiillen (Abb. 1). Die betrachtete 

Bahnkurve 1aBt sich offenbar — zumindest geometrisch — als Wellenfront einer von 

der Quelle 7’, ausgehenden und an c, reflektierten Storung deuten. FaBt man 7, 

etwa als Lichtquelle auf, dann stellt die Bahn von 7' eine sogenannte Antikaustik 
dar, auf der die reflektierten Lichtstrahlen 7M senkrecht stehen (Abb. 1). 

Zweck folgender Zeilen ist nun, auf einige weitere differentialgeometrische Eigen- 
schaften der symmetrischen Rollung hinzuweisen. Insbesondere wird unter Ver- 
wendung approximierender Bewegungen eine einfache Konstruktion des Ballschen 
Punktes sowie der Burmester-Punkte angegeben. 


2. Wendepol, Wendekreis. 


Ersetzt man die symmetrischen Polkurven c, c, der betrachteten Bewegung $ 
durch ihre (im allgemeinen dreipunktig beriihrenden) Kriimmungskreise k, k, im 
Momentanpol M, so erhalt man eine in 2. Ordnung approximierende Ersatz- 
bewegung 8, von %, die im Augenblick das gleiche Bahnkriimmungsfeld hervor- 
ruft. Die beiden Bewegungen 8%, und 8 haben daher auch denselben Wendekreis w 
und Wendepol W. Da bei der Kreisrollung der Wendepol und die Fixkreismitte 
stets invers beztiglich des Gangkreises liegen?, gilt der 


Satz 1: Bei symmetrischer Rollung hat das Ahnlichkeitsverhdlinis zwischen Wende- 
kreis und Polkurvenkriimmungskreis den konstanten Wert 1/4. 


3. Scheitelkurve, Ballscher Punkt. 


Ersetzt man die symmetrischen Polkurven c, cy der Bewegung $ durch ihre (im 
allgemeinen vierpunktig beriihrenden) Schmiegparabeln p, p, im Momentanpol, 
so erhailt man eine in 3. Ordnung approximierende Ersatzbewegung $8, von 8, 
die also vierpunktig bertiihrende Ersatzbahnen (zirkulare Kurven 3. Ordnung) er- 
zeugt. Die Bewegungen 8, und 8 haben demnach im Augenblick auch dieselbe 
Scheitelkurve f (Ort aller Punkte mit stationarer Bahnkriimmung) und denselben 
Ballschen Punkt U (Punkt mit vierpunktig beriihrender Bahntangente). Dieser 

* L. Burmester: Kinematik, S. 45. Leipzig. 1888. 


_ °” BR. Bereis: Aufbau einer Theorie der ebenen Bewegung mit Verwendung komplexer Zahlen. 
Osterr. Ingenieur-Arch. 5, 263 (1951). 
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Punkt U, der seiner Natur nach sowohl dem Wendekreis als auch der Scheitelkurve 
angehort, fallt hier offensichtlich mit dem Brennpunkt der Gangparabel 
zusammen, da dieser eine Gerade — die Leitgerade der Rastparabel — beschreibt*. 
Da U zufolge der symmetrischen Lage der beiden Polparabeln p, p, auf dem Pol- 
durchmesser der Rastparabel liegt, dieser 
Durchmesser aber die Affinnormale der 
Rastpolkurve abgibt, so gilt 


Satz 2: Bei symmetrischer Rollung ist 
der Brennpunkt der Schmiegparabel der 
Gangpolkurve im Momentanpol Ballscher 
Punkt; dieser Punkt ist der Restschnitt des 
Wendekreises und der Affinnormalen der 
Rastpolkurve. 

Beispiel: Abb. 2 zeigt ein gleich- 
laufiges Zwillingsgetriebe (Gelenk- 
viereck mit gleichen Gegenseiten; Kurbel 
langer als Koppel). Die Polkurven dieser 
Koppelbewegung sind bekanntlich kon- 
gruente Ellipsen, die die Kurbelenden zu 
Brennpunkten haben und symmetrisch zur 
jeweiligen Walztangente liegen; es liegt 
mithin eine symmetrische Rollung vor. Der bendtigte Kriimmungsmittelpunkt K der 
Gangellipse c mag etwa nach der bekannten Eigenschaft gefunden werden, derzufolge 
er die zwischen den Hauptachsen liegende Normalenstrecke im selben Verhiltnis teilt, 
wie der zugehorige Ellipsenpunkt M die Tangentenstrecke. Der Wendekreis w wurde 
dann nach Satz 1 ermittelt, und der auf ihm gelegene Ballsche Punkt U nach 
Satz 2 im Schnitt mit dem Poldurchmesser O, M der Rastellipse co, gestiitzt auf die 
Tatsache, daB die Affinnormalen eines Kegelschnittes mit seinen Durchmessern 
identisch sind. 

Die in Abb. 2 eingetragene Scheitelkurve f/ — eine rationale Kurve 3. Ordnung 
(Strophoide) — hat wie tiblich ihren Doppelpunkt im Momentanpol M und beriihrt 
daselbst Poltangente und -normale. Sie enthalt, wie bereits erwahnt, den Ballschen 
Punkt U und naturgema8 auch die Kurbelenden A und B, die ja Kreise beschreiben. 
Durch Inversion von M aus wird die Scheitelkurve f in eine gleichseitige Hyperbel 
transformiert und kann auch umgekehrt so konstruiert werden. 

Ersetzt man das Polkurvenpaar c, ¢, im Momentanpol durch ein symmetrisch 
liegendes hyperoskulierendes Kegelschnittspaar k, ky, so durchlaufen, wie 
aus dem eben behandelten Beispiel hervorgeht, die Brennpunkte des Gangkegel- 
schnittes Kreise — die Leitkreise des Rastkegelschnittes. Sie gehdren daher der 
Scheitelkurve f an. Die Asymptotenrichtung von f wird insbesondere mit der Achsen- 
richtung der Schmiegparabel zusammenfallen. Somit gilt 

Satz 3: Bei symmetrischer Rollung erfiillen die Brennpunkte aller Kegelschnitte, 
die die Gangpolkurve im Momentanpol hyperoskulieren, die Scheitelkurve der Bewegung; 
die Affinnormale der Gangpolkurve zeigt thre Asymptotenrichtung an. 

DaB die Scheitelkurve eine rationale zirkulare Kubik ist, kann aus der bekannten 
Tatsache gefolgert werden, daB die Brennpunkte der Kegelschnitte einer Biischel- 
schar eine solche Kurve erfiillen®. 


3 Die Ersatzbewegung 8, kénnte durch einen symmetrischen Schleifschieber mechanisch 


verwirklicht werden (Abb. 3). 
4 Vgl. diesbeziiglich R. Bereis: A. a. O., S. 225, 
5’ A. Cazamian: Nouv. Ann. (3) 18, 264—265 (1894). Note sur la strophoide. 


Abb. 2. 
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4, Burmester-Punkte. 


Ersetzt man die symmetrischen Polkurven c, cy der Bewegung B durch ihre (im 
allgemeinen fiinfpunktig berithrenden) Schmiegkegelschnitte J, J) im Momentan- 
pol, so erhalt man eine in 4. Ordnung approximierende Ersatzbewegung ¥, 
von 8%, die also fiinfpunktig beriihrende Ersatzbahnen (bizirkulare Kurven 4. Ordnung) 
erzeugt®. Die Bewegungen 8, und 8 haben demnach im Augenblick auch dieselben 
Burmester-Punkte B, (Punkte, die in dem betrachteten Zeitpunkt Bahnstellen 
mit fiinfpunktig berithrendem Kriimmungskreis durchlaufen®. Diese vier Punkte B; 
fallen offensichtlich mit den vier Brennpunkten des Gangkegelschnittes zusammen, 
da dieselben nimlich Kreise — die Leitkreise des Rast- 
kegelschnittes — beschreiben; die beiden auf der 
Hauptachse gelegenen sind reell, die beiden der Neben- 
achse angehérenden konjugiert komplex. 


Satz 4: Bet symmetrischer Rollung geben die Brenn- 
punkte des Schmiegkegelschnittes der Gangpolkurve vm 
Momentanpol die vier Burmester-Punkte ab. 


Im Sonderfall parabolischer Schmiegkegel- 
schnitte J, 1, stellt der Brennpunkt von / den ein- 
zigen eigentlichen Burmester-Punkt dar, wahrend die 
tibrigen ins Unendliche geriickt sind (und zwar in den 
Achsenfernpunkt der Gangparabel bzw. in die absoluten 
Kreispunkte). Die Bahn des eigentlichen Burmester- 

Abb. 3. Punktes weist eine fiinfpunktig berithrende Wende- 
tangente auf. 

Abb. 3 zeigt diese Verhaltnisse beim symmetrischen Schleifschiebergetriebe, 
das man in dem zuletzt genannten Fall zur mechanischen Verwirklichung der Ersatz- 
bewegung %, heranziehen konnte. Der Wendepol liegt naturgema8 auf der Fiihrungs- 
schiene b, (Leitgerade der Rastparabel). 


6 Die Ersatzbewegung %, kénnte durch einen Zwillingskurbeltrieb mechanisch verwirklicht 
werden. 

7 R. Miller: Uber die Bewegung eines starren ebenen Systems durch fiinf unendlich benach- 
barte Lagen. Z. Math. Physik 37, 150 (1892). 


(Eingegangen am 10. Februar 1953.) 


Anwendung der Tensorrechnung auf die Theorie 
der Rotationsschalen. 


Von J. Krettner, Miinchen. 


Zusammenfassung. In einer ersten Mitteilung hat der Verfasser die Tensorrechnung auf 
allgemeine krummlinige Koordinaten angewandt. In dieser Arbeit werden die elastostatischen 
Grundgleichungen, Verschiebungskomponenten und Gleichgewichtsbedingungen fiir die Mittel- 


flache einer Rotationsschale und fiir diese selbst mit den Mitteln der Tensorrechnung in ganz 
allgemeiner Weise hergeleitet. 


Summary. In his first report the author has applied the tensor method of calculation on 
general, curved co-ordinates, whilst the present report has for its object to derive with the means 
of the tensor method in a general manner the basic, elasto-static equations, the displacement 


components, and the conditions of equilibrium for the mean plane of a rotary shell and for the 
shell itself. 


Résumé. Le premier rapport contient l’application du calcul & tenseurs aux coordonnées 
générales, courbes, tandis que le second rapport sert & dériver d’une fagon tout A fait générale 
> M4 , . . 
& laide des moyens du calcul a tenseurs les équations élasto-statiques de base, les composantes 
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de déplacement et les conditions d’équilibre pour le plan médian d’une enveloppe rotatoire et 
pour Venveloppe méme. 


1. Geometrie auf der Rotationsfliche. 


Bekanntlich entsteht eine Rotationsfliche durch Drehen einer ebenen Kurve 
um eine in ihrer Ebene liegenden Geraden. Wahlt man die x3-Achse als Drehachse, 
so erhalt man eine Parameterdarstellung durch 


ot == f (vw), cosa? - =f (u)) sine, a = 9g (wv). 


Dabei bedeutet der Parameter w! den Winkel der jeweiligen Flichennormalen mit 
der Drehachse und der Parameter u? den Winkel des durch einen bestimmten Flachen- 
punkt gehenden Meridians mit einer festen Meridianrichtung. Jeder Punkt der 
Meridiankurve bewegt sich dabei auf einem Kreis vom Radius 7, = f (w!). Der zum 
Flachenpunkt P (wu, u?) fiihrende Ortsvektor ist im rechtwinkligen System mit den 
Einheitsvektoren i, j, — durch 


Y= ¢ (at, we) = 7.0) cos a? t = 7 (v4) sin uw? | +g (ut) f 


gegeben. Damit ist aber zugleich die Rotationsflache als Vektorgleichung ihres Orts- 
vektors r abhingig von den beiden Parametern wu! und wu? gegeben. Fiir die Tangenten- 
vektoren in Richtung des Meridians und des Parallelkreises ergibt sich, wenn die 
Ableitungen nach w+ durch einen Punkt bezeichnet werden: 


t= =feoswi+fsinwj+ gt mit — |r| =/P+9, 
(1) 
tex p= —fainwti-+ fooenj mit al =f 


Diese beiden Vektoren spannen die Tangentialebene im Flachenpunkt auf und es 


ist |x, X 1,| = iV P +g?. Der im Punkt P der Flache senkrechte Einheitsvektor 
hat somit die Gleichung 


i= t= a a — [—gcoswi—gsinwj+ft] mit |nj=1. (2) 
[ty X Te VPig 


Mit diesen drei Vektoren 1, t2, t; = 1 hat man also ein der Flache zugehériges ortho- 
gonales, krummliniges Koordinatensystem mit der Determinante 


(ty eX ee 
und der Metrik 


$n =P +R, Joa = f°, 933 = | und Jin = 9 fiir t+k (k= L2, 3) (3) 


gewonnen. Werden die Kinheitsvektoren in Richtung des krummlinigen Systems 
mit e; (i = 1, 2,3) bezeichnet, so gilt: 


Yy = |) P + g” ey — YY €1, To — hes a ‘9 sin YP Cos Ts = n= Cs, (4) 
wobei 7, und r, die beiden Hauptkriimmungsradien sind. Da 
zi j : 


ig—19 
Tive, Und. = 
Veta” VP +9? i: 


ist, folgt 
f =r, cos 9, g = — 7, 8in 9; ig—tg Sri, Lf 2aGo = Tare (5) 
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Das reziproke System ist durch 


tT X 1 1 1 WX vy 1 i] 
1 2 : aya = — C= és 
' t (ry Yq 11) oe a Gi et: (ry T2 11) figs’ Foe, (6) 
sor ok Me 
3. eee 1 2 eae a 3 
: (nyt <n a 


gegeben mit der Metrik 


1 ; 1 1 
Picea 22 
g mee ohee ff rae Ge 


gt=1 . undwogt*®= 0) fir, tk) 


Bezeichnet man mit r;, die Ableitungen des Achsenvektors r; nach u;, so erhalt 
man aus (1), (2) und (5) die Werte: 


? r 
Thea Leo yp 6p 7, Tie = Tar = |, CHE YT, = 1 COS H Cs, 
. cos 5 . . 
Yoo = — 7, 61 | ae + singn| = —r,sing [cosge, + singn], (8) 
1 
1 1 ; 
Ugq My Uy Oy ga i ee 
£ ; 2 
Fihrt man nun noch die Christoffel-Symbole ein, [,;, = Um* Vin. Lie” = U"* Vins 
Liz =n-t;, und LF =—n,-r° =9** Lin, so erhalt man aus den Gl..(8). die 
Werte 
Vai = Vy tis aes = i = Loe = ry i) sin y Cos QP; alle ubrigen Be = 0; 
ry r, Sin M Cos il eS 
y= Ty 22 = rn » Psyb= Ty Lye = Ly? = T. ctg @, (9) 
1 2 ete 
Lege ee Le f=a—ry Ty —=— rein’ py 0 Calle ibrigen L778. 
1 1 . 2 1 k y a . 
Ly pe Ls ie aos und ie = 0 fiir +k. 
1 2 


Fir die Ableitungen der Einheitsvektoren des krummlinigen Systems ergibt sich: 


Cj = — Tl, Cg = COSY Ep, 
eo, = 0, C22 = — [cosye, + sing n], (10) 
€31 = C1, C35 = sin P Co. 


2. Die Rotationsfliche als Mittelflache einer Rotationsschale. 


Die Rotationsflache r = r (u!, wu?) soll nun Mittelflaiche einer allgemeinen Rotations- 
schale sein. Dem beliebigen Punkt P (wu, u*) der Schalenmittelfliche sei ein Vektor 
v = v (wu, uv’, u®) zugeordnet, der in bezug auf die e,- bzw. r;-Achsen durch 


0) = ve ee; = vi Yt; (11) 


gegeben sein soll. Fiir den Zusammenhang der beiden Komponenten des Vektors » 
ergibt sich durch skalare Multiplikation mit den reziproken Achsenvektoren 


1 
1. SIN Pg 


ioe Zo a 
Cee are Yeas 8 tee e.| Pee Be pee, (12) 


Das Differential des zum Punkte P (u1,u?) der Mittelfliche fiihrenden Orts- 
vektors r = r (u}, wu?) ist dr = r;- du’ und es wird 


dut == > dit (ieee), 
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. é : mt : : 
Setzt man ia = v;, so ergibt sich fiir das Differential des ortsabhangigen Vektors v 


; ave é 
dy =p, dui = T Ue tv ep, ) dul. 
ou 
Fa8t man nun den Vektor » als Verschiebungsvektor der Mittelfliche der Schale 
auf und setzt diese als diinn voraus, so kann man die Anderung von wu als von hoherer 
Ordnung klein vernachlissigen und es wird: 
dy = v, du' =, vs dy = dr-r'y, =dr-B (4 = 1, 2). 
Der Tensor 
5 . ave oe 
B= to,= —p iy, + vr y,, 
ou 
ist der Tensor der Verzerrung der Mittelfliche der Schale. Der zum Tensor & 
konjugierte Tensor & ist bekanntlich 


aa . au™ ; ; 
sey, rn pty ae tet 
U 


Fir den Tensor der reinen Deformation erhalt man damit 
i = as : ; 

=F (8+ B =F (r'v, + 0,1). 
Multipliziert man den Tensor der reinen Deformation skalar mit dem Achsenvektor 1,, 
so ergibt sich der Vektor 

1 E 
te D =F [Vs + (to v4) ¥']. 
Nochmalige skalare Multiplikation mit dem Vektor r, ergibt den skalaren Ausdruck 
1 A 
Yo° (t7 2) = @ [te Vs + ty° ¥) = Doo = Dios 


der fiir 9 =o in 
ete? D) = Ne G1 Dye 


tibergeht. Damit ist die Dehnung der Mittelflache in Richtung r, durch 


1 Dg 1 
See = Cy" (Ce D) = Tr) (t5.° (to ° D)) = Its Ito? (t= 05) (13) 


gegeben. 
Fiir die Winkelausweitung der beiden Richtungen r, und 1, gilt bei orthogonalen 

krummlinigen Koordinaten die Beziehung: 
2%, °-(e, ° 2D) 2 Doo il 


ltl tol Ith Ito! gh Ito 


Yeo = 26," (e,° D) = (ipo Dy ahha? 0) (14) 


Nun ist nach (11) und (5) 


ao" = aK Oe? PoP ae 
m= Gre tHe = (Se +P) tare + (ger — A) 

ot “ dot as ov rf a a (15) 
Ve = Soa ei +¢'¢,,= es — cos p®] e, + as + cospv! + sin g v3} e. + 


+ (— sin xv?) t. 


Damit erhalt man fiir die Verzerrungskomponenten der Schalenmittelflaiche die Werte: 


Poa 1 [a Peale a 
er ea 22 ~ sin @ a + cosy: vt + sin gy il 6) 
1 a0} r, Sin p dv? a 
ta = aes | rr ae ee ee 8") - 
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3. Die Rotationsschale. 


Die Punkte der Schale auBerhalb der Mittelflache sollen durch ihren Abstand u? 
von der Mittelfliche der Schale auf der jeweiligen im Punkte P (wu, u?) errichteten 
Normalen zur Mittelfliche festgelegt werden. Man kann somit den zum Schalen- 
punkt P (u!, u2, w) fiihrenden Ortsvektor in der Form y = r + u* nangeben. Dann ist: 


us : us ; 
=n ten=4(1+—}, Lo = Ve tun =4(1+}, r3—=n. (17) 
1 2 
Da die skalaren Produkte 
tLe = Ue Ue = Ue it = 0 
sind, liegt also wieder eine dreidimensionale, orthogonale Vektormannigfaltigkeit vor. 


Die Deformation der Schale soll nun so sein, daB die mitverformten Normalen 
zur Mittelfliche auch nach der Deformation wieder senkrecht zur verformten Mittel- 
flache stehen. Die vektorielle Gleichung der verformten Mittelflache ist: 


= tee, (18) 
ihre Tangentenvektoren also 


Damit wird der normierte Einheitsvektor der Schalenmittelflache nach der Ver- 
formung 
ee LESS Le 
\t) X Tel (Ty T2 Tt)” 


Der Ortsvektor y nach einem Punkt der verformten Schale kann also, wenn man 
annimmt, daB die Anderung von wu? von hoherer Ordnung klein ist, in der Form 


‘ TH=t+en 
angesetzt werden. Die Tangentenvektoren der verformten Schale sind dann 
tp = te tip ned eae 
Nun ist 
ty hg Sap Kita hy Kare OX Tae ope a. 
also 


|r) X | = V/ 91 Jo2 + Qek (Tp * Vy) as 2 Jo» (r, * 04). 
Da ty, = giz’ ist, erhalt man durch Einsetzen und Zusammenfassen 
lt. X tal = 911 Joe (1 + 2 (r* 0,) 
Ferner ist 
ty = "ty X ta} (r® x tt) und © ery tee xe 
also wird bei Vernachlassigung von kleinen Gréfen héherer Ordnung 


[tz X vel 
[ty X Tel 


i [vy X To +t, X Ve — Tq X Vy] = [n + (t? X n) X De — (t? X nn) X 04]. 


[t X Ta 
Wendet man auf die dreifachen Vektorprodukte den Entwicklungssatz an, so erhalt 
man schlieBlich: 
n = (1 — (t*+ v,)] [n + (x*- v,) nm — (n- b,) fh] = n + (19) 
Dabei wurde 
tw = — (n-v,) tt = — (n- v,) g** t, = w 2, 
gesetzt. 
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a) Der Verschiebungsvektor eines Schalenpunktes. 


_ Durch Verschieben des Punktes r= vr (w!, v2) der Mittelfliche in den Punkt 
t=r-+ 0 der verformten Mittelfliiche geht der Schalenpunkt y= r + un in den 
Punkt y = t + wn der verformten Schale iiber. Es ist 


TS=rt+eVUnt+ot+weewazrtyv+ww, 


also ist die Verschiebung des Schalenpunktes durch den Vektor v’ = v + uw ge- 
geben. Setzt man den Vektor » in der Form y = x x, an, so ist 


Ovk 
y, = “dui te + Fr, 


und da n-r, = 0 fir k= 1,2 und | fir k = 3 sowie n-n, = 0 ist, hat der Ver- 
- schiebungsvektor schlieBlich den Wert: 


, a 5 0 8 ik , 
pe jo — uv CA = Lins) g* | i Oe. (20) 


Damit sind die Verschiebungskomponenten des Schalenpunktes y durch jene des 
auf der gleichen Normalen liegenden Punktes r der Schalenmittelflache ausgedriickt. 

Bezieht man den Verschiebungsvektor auf das System der Einheitsvektoren e¢, 
des krummlinigen Systems, setzt man den Vektor y also in der Form »y = 2 e, an, 
so ergibt sich 


aes = , | ov on ¢ 
t= lo <= u?( oui ~- Tal Ln.) \r,| gi | Cun (21) 


es = ove vi 1 = i dv = 1 | 
Aa Ween! 3 | al a3 ve 
bs 2 m | aut "te, | Ly, Ir,| © u ( dul re 
= ps ae e 1 = if Snes (22) 
(Cf eee a meee 3 Dh aed 
v v U | Fal ~ rr Ls) rs v U ( aya SIN Y V Pane 


Man erkennt, daf der Zuwachs linear in w? ist und dai v’? von u? nicht abhangt. 


b) Die Verzerrungskomponenten der Schale. 


Durch die infinitesimale Verschiebung v = »v (w1, u?, u3) geht der Schalenpunkt 
r=t-+u*n in den Punkt r= 1 + vn der verformten Schale tiber. Fir den vekto- 
riellen Abstand zweier benachbarter Punkte der verformten Schale erhalt man 


dy = dt + wWdn + ndu? = dr + dv + u8 (dn + dw) + nd + ww dui. 


Nun ist 
dy = dr + wWdn + ndv', 


also 
dy = dy + dv + wd + tw du’. 


Setzt man dy = |dz|e, B= zx'v; und W= zr’ w,, so wird: 
dz = |dz| [e + e- B + uw (e- W) +e (z*- y) 
und man erhialt fiir den absoluten Betrag des Abstandes 
|dz| = |dz| // 1 + 2e- (e- B) + 2uFe- (e- W) + 2e- [e- (x*- w)] 
vw |dy| {1 +e: (e- B) + ue (e- W) +e: [e- (z*- w)]}. 
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Die Dehnung der Schale in Richtung e ist somit 


(= LT = BE 1 =e (eB) + we (eB) +e: Le: (ew) 
=e-¢ [8 + #8 + (Pm)]=e-e-@. 


Der Tensor ® = B + u? W + (x3 w) ist der Tensor der Verzerrung der Schale. Wie 
im Falle der Schalenmittelflache erhalt man durch Hinzunahme des konjugierten 


Tensors = B + w W + (w x?) den Tensor 9’ der reinen Deformation der Schale 
D =F +S)= (V+RB) +e B+ B) + ow+ wry. (23) 

Die Komponenten des Tensors sind somit 

Eso = €a* (€o°D’) = ep Lo° (fo°D’) = oe und — y69 = sii 2Doc (24) 


Dabei ist 
D og = (a: i (te * We) (Xo . c) (Le° 1), 
rt bee = Uc" Ve Up" Vo aahe Re We = to” We | 9 i i eS) (fo ‘ 1) ae (Xo “ ¥) (Xe ¥ 1). 


Da 


p= — (i v,) 0° 1, 
ist, wird 
ov 
t= —se = 
und damit 


newt PHO. (k= 1, 2). 


Ks ist also D,,’ = 0 und damit ¢3,’ = 0, das hei&t die Dehnung in Richtung der 
Flachennormalen ist Null. Ferner wird auch D,,’=0 und D,,’ = 0. Drei der 
Deformationskomponenten sind damit Null, die tibrigen drei bestimmen also einen 
ebenen Spannungszustand. Es ist 


3 
Dy = ; = _ (t,° 0, + Wr, + Wy), 


Dy! = 


+ )( (ty * De + WEx, ¢ te), (25) 


/ us 
Piet ei Me nf $$) ( (t,° Vo + UF r, * We) + (1 + =) (t.° 0, ++ u® r4° tw,). 
Dabei ist nach ( 


15): 


ov 


out 
nla t+), te 1 =rsing>s, 


I 


Tyr Dy 


gyi 


an = : ov" 2! : 
t, .dyery (Fa — COS Pp 0°), Ye? Up he Ain » (Sar + cosy v! + sin p °) 


See espe ie 
Gy mate | 7 ote ps sing 4 (1 — eos 
ty, = — “otg p35 — 1 cospe ae 3 
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c) Gleichgewichtsbedingungen gegen Verschieben. 


Ks sei © der Spannungstensor und & die auBere angreifende Kraft. Die Bedingung 
fiir das Gleichgewicht in irgendeinem Punkt des Spannungsfeldes ist durch die 
vektorielle Beziehung div S + & = 0 gegeben. Wird der Spannungstensor in bezug 
auf die r,-Achsen in der Form © = a* r, r, angesetzt, so ergibt die Ableitung 

aS _—aatk . 
fon > tet, + a™ ryote + a** rt, to. 


Der Gradient des Spannungstensors hat damit den Wert: 


ik ; 
grad S = r° < = tp tp ae + (am Py! +ai"Pao?)] 
Fir die Divergenz des Spannungstensors ergibt sich daraus 
0S daik 5 : 
“Oue ae Out 5 is (ae P43 id GOT cP) 
Setzt man die iuBere Kraft in der Form & = p*r, an, so lauten schlieBlich die Gleich- 
gewichtsbedingungen gegen Verschieben 
a) in Richtung der Meridiantangente 
eat ea?t 4 
ae eu + at (2 Fy,) + Lys?) + a Dog + 8 P51 + pi = 0, 
b) in Richtung der Parallelkreistangente 
éqi2 0a? 


ott ak Se ee ie a) oe a ee ee 0, 


kg 


div S = re: 


Yes 


c) in Richtung der Flachennormalen 
dats éa*s 


ou} Cu® 


et Ty aoe" (ly E14) 0." Lor p* = 0: 


Bezieht man den Spannungstensor © und die d4uBere Kraft st auf die Einheits- 
vektoren des krummlinigen Systems, so wird 


qik 


s. - pk 
S = at eee = Tele] tet und @'= 7", = Tr] te pt t: 


Zwischen den Komponenten a‘* und a‘* des Spannungstensors bzw. p* und p? der 
auBeren Kraft bestehen die Beziehungen 
a’ = |r, |r| a** baw. p* = |x,| p*. 


Setzt man diese Werte in obige Formeln ein, so lauten die Gleichgewichtsbedingungen: 


1 2a 1 da? 1 = Sahel ttesiste yh 
: a = 0 

=) r, Out - r,sin gp dw? q ts ctg y (a a”) + r saat , 

1 a2 1 a 1 FL ea ee 
b) r, dui ° r,sing du* | ry ctg p (a? + a") + r, pO; 

1 da 1 da? ie lige 1 = a 

- 22 cte py a3 et 

¢) r, Ow ' resing du me rei Tahoe rp 


Die a‘* sind dabei die auf die Langeneinheit bezogenen Schnittkrifte. Werden alle a‘? 
Null gesetzt, so erhilt man die Gleichgewichtsbedingungen gegen Verschieben fiir den 
Membranspannungszustand der Rotationsschale. 


d) Die Gleichgewichtsbedingungen gegen Drehen. 


Setzt man den Momentenvektor Ji; in bezug auf die Achsen des krummlinigen 
Systems in der Form «be 
Mm, = Mi*r, — M'* e, 
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an, so ergibt die Ableitung 
om; eMik 


oue ~ Bape Le se J agg Tio (k i 1, 2). 


Aus dem Spannungstensor 
C= at 165 Vs pt des 
folgt ; 
a 0 ee 
Durch vektorielle Multiplikation mit den Achsenvektoren erhalt man 


4-.q3 (x, xn) = (t, 12.0) fe" n= az] 


— 


Ty x as == qi (Th x Yo 


€ a Ena 
= : 12 1S es dist Dees aS 13 
=ryrysing |a n—@ | =a ti Ges 
te <b? S08 (ty 0) tae he re ee ee 


: e * a 

=1, 7, sin y laa ie n| = ae, — a i. 
a 

Es ist also 


t, X pi St, X PS ae; — ae, (e" — a) 1 


Die Gleichgewichtsbedingungen gegen Drehen beziiglich der drei Achsen lauten 
somit: 


1 aM 1. eM 1 7; rT = 
: ct Mu — M2 gm =) 
: 7, Out r,sing du? re To ge ( ys ; 
1 aM? 1 eM 1 57; ae ~ 
2. — ct M*? + M*) — a8 = 0, 
r, Ow | resing du 5 ii Be ( Ly ) 


Oy ses 1 ym as 1 ype + (a — a4) = 0. 
9 


Ty 2 
Damit sind alle Gleichungen zur Bestimmung des Spannungs- und Verzerrungszustandes 
allgemeiner Rotationsschalen hergeleitet. 


1 J. Krettner: Osterr. Ingenieur-Arch. VII, (11—21) (1953). 
2 W. Zerna: Ingenieur-Arch. 17, 223—233, 149—164 (1949). 
3 F. Martin: Ingenieur-Arch. 17, 167—186 (1949). 
(Eingegangen am 10. Marz 1953.) 


Eigenschwingungen eines Kreisringes mit rechteckigem Querschnitt. 
Von W. Grébner und P. Lesky. 


(Mathematisches Seminar der Universitat Innsbruck*.) 


Mit 1 Textabbildung. 


Zusammenfassung. Die Eigenschwingungen eines Kreisringes mit rechteckigem Querschnitt 
wurden bereits unter Zugrundelegung des ebenen Deformationszustandes von K. Federhofer! 
in klassischer Weise ermittelt. Aber die numerische Auswertung dieser exakten Resultate ist 
auBerst miihsam. Daher wird hier dasselbe Problem nach einer anderen Methode bearbeitet, 
die zwar weniger exakt ist, aber mit verhaltnismaBig geringem Rechenaufwand zu einer handlichen 
Formel (20) fiir die Schwingungsfrequenzen fiihrt. Die hier verwendete Methode ist eine Ver- 
allgemeinerung der bekannten Methode von Ritz und beruht auf der direkten Auswertung des 
Hamiltonschen Prinzips. Sie hat auBerdem den Vorteil, da® sie nicht auf den ebenen 
Deformationszustand beschriénkt ist, sondern ohne wesentliche Schwierigkeiten auf das drei- 
dimensionale Problem mit irgendwelchen Randbedingungen angewendet werden kann. 

* Mit Beniitzung einer von Frl. Edith Saffer ausgearbeiteten Dissertation (1950). 

* Karl Federhofer: Zweidimensionale Theorie der Biegungsschwingungen des Kreisringes 
mit rechteckigem Querschnitt. S.-B. Akad. Wiss. Wien 144, 561—575 (1935). 
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Summary. The natural vibrations of an annulus of rectangular cross-section have already 
been ascertained in a classical manner by K. Federhofer! on basis of the even deformation 
state. But the numerical exploitation of these exact results is extremely wearisome. For this 
reason, the present report deals with the same problem approaching it according to a different 
method which-though being less exact-permits, by way of a relatively slight amount of calculation, 
to establish a handy formula (20) for the vibration frequencies. The method employed in this 
connexion is a generalisation of the well-known method of Ritz, and is based on a direct 
exploitation of the Hamilton principle. Furthermore, this method offers the advantage of not 
being limited to the even state of deformation, but of being applicable without great difficulties 
also to the three-dimensional problem with marginal conditions of any kind. 


Résumé, Les vibrations propres ou naturelles d’un anneau de circle & section rectangulaire 
ont déja été établies de fagon classique par K. Federhofer! en se basant sur l’état plan de 
déformation. Mais l’utilisation numérique de ces résultats exacts est trés pénible et pour cette 
raison le rapport en question adopte une autre méthode qui est moins exacte, il est vrai, mais 
qui permet d’obtenir une formule commode et maniable (20) pour les fréquences de vibrations 
a Vaide de calculs relativement simples. La méthode qui est utilisée dans le cas présent est une 
généralisation de la méthode bien-connue de Ritz et se base sur une utilisation directe du 
principe de Hamilton. En outre, cette méthode présente l’avantage de ne pas étre limitée a l'état 
plan de déformation, car elle se laisse appliquer sans grandes difficultés au probléme a trois 
dimensions & conditions marginales quelconques. 


1. Das allgemeine Variationsprinzip. 


Das Hamiltonsche Prinzip sagt aus, da8 das Integral tiber die Differenz der 
potentiellen und der kinetischen Energie eines abgeschlossenen konservativen Systems 
zwischen zwei Zeitpunkten ¢, und ¢, einen stationiren Wert annimmt: 


t 
Q S\ (P — U) dt = stat. (1) 

to 
Fiir einen elastischen (homogenen und 
isotropen) Kreisring, dessen Querschnitt in 
der nebenstehenden Abbildung dargestellt 
ist, fiihren wir zweckmaBig Zylinderkoordi- 
naten r, gy, z mit dem Koordinatenursprung im Schwerpunkt ein. Eine Ver- 
schiebung eines Massenpunktes aus seiner urspriinglichen Lage hat dann die 
Komponenten w,, u,, u;, die ihrerseits Funktionen von 7, gy, z und der Zeit ¢ sind. 


Die kinetische Energie U ist durch das Integral tiber das Geschwindigkeitsquadrat 
gegeben: 


ho fs an 
u=\ae\rar\$ ( ui (ey wale (2) 
—h 1 0 


wo o die Dichte des Materials bedeutet. Die potentielle Energie erhalten wir als 
Integral iiber das ,,elastische Potential", das wir mit A bezeichnen: 


h 1 2a 
P= \dz\rdr\ A dq, 
—h rn 0 (3) 
ae 1 
{ es : (€, Ep | le See (e, Eg Ep Ex Ex E,) a) (Yr e ae Ve oe 2 var*)}, 


AG 


eine durch die Dehnungen ¢,, é», ¢, und die Scherungen y,,, Y»z, yz, bestimmte 
GréBe. G bedeutet den Schubmodul, = den Poissonschen Querkontraktionskoeffi- 


zienten. 
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Die Dehnungen und Scherungen lassen sich mittels folgender Formeln durch 
die Verschiebungen und deren Ableitungen ausdriicken: 


ou 1 OU, Ou, Uy 
= etre anaes yo 
: 1 [ %, OU, 1 eu 
eo => oy +t), Voz ~ bz ba r ap” 

Ou ou ou 
aes 22, Y ver oa F or 3 


Fiihren wir diese Ausdriicke in das elastische Potential ein, so lautet das Hamilton- 
sche Prinzip: 


th h To 

1 Oe a aks i | Ns du, \2 , 2 OU, 1 | 

Ho \as\ae\rdn| (2 =e) +a +(e) + peta t pee + 
0 


& —h nt 


2 . Ou, Up 1 OU, ou Oly Oly 1 
0z t 


fh A Oty POP £02 or 


tT 
1[1 /du,\2, 2 du, Mp ( OU, y ( Ou, i 2 UM, ou, 1 i i Le i 
ee eae dy Fa i ee i a ap tee ey ale ae a 


du, Ou du,\2 2 au Oo ca 1 
| ‘T z Bae ry ve as 
2 dz Or i or re Me op 7 “© op te oe 
~ tole (Ef etl 
2G ( at ler 59 aan ar dp = stat. (4) 


2. Die Randbedingungen. 

Den Spannungszustand unseres elastischen Korpers charakterisieren die drei 
Normalspannungen o,, o,, o, und die Schubspannungen T,,, T,z, T-,- Diese hangen 
unter Voraussetzung der Giltigkeit des Hookeschen Gesetzes linear mit den Dehnungen 
und Scherungen zusammen: 


o, = 24(«, += +5), Sagi yogi 
op = 24 (e +55), Ty =O Vee 
o, = 2G(e, + aos), Tr = Ge 5, 


wo é=& +é +e, gesetzt wurde. 

Als Randbedingung stellen wir nun die einer freien Schwingung entsprechende 
Forderung, dafi die Oberfliche des Kreisringes spannungsfrei sei. Das liefert die 
Bedingungen: 


Op = Tey eye 0) Mi Ses 


0; = Tyg = ta 0 fing = = R. 


Wiederum die Verschiebungen einfiihrend, erhalten wir die Randbedingungen: 


ao = (m — 1) He 4 F =f + Se 4 0 fir ran, ry; 
Sided eae 3 + (m— 1) +“ _ 0 far z= +h; 
t.¢ = : z ap a — B = OTE Fairy ry’ (5) 
a tpi = a os ae = 0 fir r=7r,,r, und fir z= +h; 
—— a | i = 0 fir c= 2K 


Eigenschwingungen eines Kreisringes mit rechteckigem Querschnitt. 257 


Diese Bedingungen gelten fiir alle Werte des betrachteten Zeitintervalls von f; 
auferdem sind, um die Gesamtbewegung festzulegen, noch die Anfangslagen und 
die Anfangsgeschwindigkeiten vorzuschreiben; da wir aber im folgenden nur die 
Ermittlung der Frequenzen im Auge haben, kiénnen wir hier davon absehen, diese 
Bedingungen explizit aufzuschreiben. 


3. Ansatz zur direkten Lésung des Variationsproblems. 


Wiirde man nach dem gewoéhnlichen Vorgang das Variationsproblem (4) mit den 
Nebenbedingungen (5) unmittelbar behandeln und die zugehérigen Euler-Lagrange- 
schen Gleichungen ableiten, so wiirde man fiir die unbekannten Funktionen w,, Ug, Uy 
ein System von partiellen Differentialgleichungen erhalten, das zwar das vorliegende 
mechanische Problem exakt beschreiben, aber kaum eine Chance fiir eine erfolgreiche 
weitere Behandlung zur tatsichlichen Ermittlung der Lésungen bieten wiirde. Viele 
Lésungsverfahren, wie z. B. auch dasjenige von Ritz, laufen darauf hinaus, die 
Differentialgleichung wieder in ein Variationsproblem umzuformen, an welches man 
dann mit passenden Naherungsverfahren heranriicken kann. Hier wire dies aber 
ein Umweg, da wir ja schon ein Variationsproblem vorliegen haben. 

Wir werden daher hier das Variationsproblem (4) mit direkter Methode zu lésen ver- 
suchen”; das Verfahren besteht darin, daB wir zunachst vollstandige Funktionensysteme 
aufsuchen, welche die (homogenen) Randbedingungen (5) erfiillen. Die Darstellung der 
Lésungsfunktionen durch diese Funktionensysteme enthalt noch unbestimmte, in unse- 
rem Falle von ¢ abhingige Koeffizienten, zu deren endgiiltigen Bestimmung eben die 
Bedingung, daB das Integral (4) einen stationaren Wert annehmen soll, verwendet wird. 

Wir setzen zuniachst fiir die gesuchten Funktionen wu,, u,, u, die folgenden 
trigonometrischen Reihen an: 


co 
U, = a), +2) (a, cosy gp + b,siny ¢), 
vy=1 
Up = Cy +2) (4 cosy p + d,sin v ¢), (6) 
gil 


Uz = & +> (e,cosyy +f,siny 9g). 


y=1 
Die hier auftretenden Koeffizienten a, 6,..., f sind Funktionen von 7, z und ¢t. Wenn 
wir diese Ansiitze in die homogenen Randbedingungen (5) einsetzen, so erhalten 
wir fiir jedes »= 0, 1,... die Bedingungen: 
ea, de, » i( * 
TR | ie ogi gag aie d, +a, = 0 Hike ity, To5 
ab, l : 
(m — 1) a a 0 = 0 nue 7 = 05 15: 
oa, ee, v 1 ofSs PS = 3 
a a. (1) ai hap 4 ay = 0 fir z= +h; 
ob of ] v s 
i — Z = f a= h; 7 
or rw * Oz re r by 7 0 = a (7) 
é ed 1 
a, 1 v v v b Jes oo a r 
Se a ae oa und pee erpiraite ~% =0 fir r=71, 19; 
ea ae ab of 5 
v Fi jae es 4 = == d — h; 
a3 ae aS 0 und zs — 7 0 efirer = 77). 20nd... 2) 


ac y éd, > Ls 
"+—f,= ot oe ¢, = 0 fir 2 +h. 
ez a r fe La 0 und oz r ey am 

2 Diese direkte Methode kann in vielen Problemen der Mechanik angewendet werden und 


18 
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Nehmen wir einen zur Ebene z= 0 symmetrischen Deformationszustand an, 
dann miissen die a,..., / gerade Funktionen von z sein; wir diirfen sie als Polynome 
in r und z ansetzen und finden z. B. als einfachste nicht triviale (das hei®t starre 
Verschiebungen und Drehungen ausschlieBende) Lésungen von (7) fir » = 0: 


2 22 24 
ay = A(t) (? — yer —7)*(1— Ge + <),. c= 0, 
ee ie 
Qa (tt)? — hee — rs)2(1 oe Sie =). 
Wir wollen hier aber eine volle Unabhangigkeit der Koeffizienten a,...,/ von z 


voraussetzen, mit anderen Worten uns auf den.ebenen Deformations- und Spannungs- 
zustand beschranken. Dann vereinfachen sich die obigen Randbedingungen zu den 
folgenden fir v= 1, 2,... 


a, ob, oe 
Pf +(F—la=0, Pf 4+(4—1)6,=0 fir r=rT, 7, 

or? or (8a) 
oa, ob, z 
Tai. fiir f == Tis To, 

wihrend c, und d, sich ausdriicken lassen: 
ob oa 
de yp 1 iid vy 1 
Or bet yO", oY a) oy ol ae Tapes tem eae (8b) 


Fiir y = 0 findet man bei Ausschaltung von starren Verschiebungen und Drehungen: 


0 1 Pe 
Gilg 0, o. — — Gy = 0 PUL Gt at (9) 


4, Lésungssysteme fiir die Randbedingungen. 
Die Losungen von (9), als Polynome in r angesetzt, sind, wie man leicht nach- 


uP) 


rechnet, die folgenden (mit ow =); 


1 
oe Tas 
Cop == 2 a 2 (OP Se oe) re (a +1)74, 
yt pet prt 2 
Con = 10 (n ike (n? — 1) (a« 4 os n(n — 1) hee? m= 1,2... 


Das Polynom cy, = 2 « ~ entspricht einer starren Drehung des Kreisringes und 


1 
wird deshalb im folgenden weggelassen. Wir kénnen mit diesen Polynomen den 
Fourier-Koeffizienten cy von u, in (6) entwickeln, wobei als Koeffizienten unbestimmte 
Funktionen 7, (¢) von ¢ auftreten: 


Co = Coo Xo (t) + Coa Xo (t) + Cos Xs (t) +. -- (10) 

Ahnlich kénnen wir nun auch die Entwicklungen von a,, b,, c, und d, durch 

Polynome, welche die Differentialgleichungen (8) befriedigen, angeben. Da fiir a, 

und 6, genau dieselben Bedingungen bestehen, unterscheiden sich ihre Entwicklungen 
nur durch die von ¢ abhingigen Koeffizienten, so da wir setzen kénnen: 


& = "Poo Pa pene ee 
1 ee os 
b, = Pro nent) + Prati lt) +. -. 


hat auBerdem den Vorteil, da man die Tragweite von etwaigen Vernachlissigungen und Ver- 
einfachungen viel besser im Variationsproblem abschitzen und beurteilen kann, als in den Buler- 
Lagrangeschen Differentialgleichungen desselben Problems. Vgl. die Anwendung dieser Methode 
auf ein hydrodynamisches Problem: W. Grébner: Oberflichenwellen von Flissigkeiten. Ann. 
Scuola Sup. Pisa, III. Serie 5, 175—191 (1951) 


(EL) 
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Die Funktionen c, und d, lassen sich gemaiB (8b) daraus berechnen: 


Cy = Vy 0 Xv (t) + Qv1 Xv (#) eth 
y=1,2,... (12) 
; dy = — Qy 0 Pro () — Orr vi (t) —... 
mit 
r OPS i 
Q, a y dr “ts y a nm (13) 


Die P,, und Q,, sind Funktionen von r, aber es empfiehlt sich, zur Vereinfachung 
der spiter auszufiihrenden Integrationen folgende Transformation auf die neue 
Variable « vorzunehmen: 

ee ry 


e=—t, po Poti yg, (14) 


ine Pe 


Die Auswertung der Bedingungen (8a) liefert eine wnendliche Folge von 
Polynomen P,,,, von denen wir hier nur die Polynome fiir n = 0, 1 explizit angeben, 
weil nur diese in den numerischen Berechnungen beriicksichtigt worden sind. 


Py) = [( — 7) B — 128 — 12] at + [— 2 (o* — 9) f% + 32.6? + 24 B] a* + 
+ [(® — 18) Bt — 24 9 — 12] 2 + [— 20? — 13) Bt + 48 f8 + 2487] + 
P,, = [(? — 18) (»? — 8) Bf? — 12 (2 — 1) B— 12 (? — 1)] v> + [— 2 (? — 16) (? — 
3) B+ (e? — 21) (® — 1) B® + 12 (x2 — 1) B— 12 (v*® —1)] at + [(o®@— 8) (®@ — 7 (15) 
— 21) B* — 2 (»? — 1) (v? — 8) BF + 24 (v2 — 1) 6? + 24 (? — 1) 8] 2 + [( — 
— 1) (0? — 21) B*— 30 (»® — 1) B® —12 (* — 1) 62] a® + [— 2 (o? — 21) pt 
+ 60 f3 + 24 B?). | 


gs ok y dx 


Hier ist P,, fiir y= 1 durch 0 zu ersetzen. 


Setzt man diese Ausdriicke in (6) ein, so erhalt man die Entwicklungen 


t= D> LP ry ling COREY + y%osiny@] + Py, [y,cosvg +y,sinvg]+.. a | 


a 
Uy = [Coo Lo + Coo Xe +--+] +’ {Qro [xv0 cos > p — posiny y] + | en 
ey 
+ Q,,1 [%1CoSvp — y,sinvg]+...}. | 


Die dritte Verschiebungskomponente wu, verschwindet unseren Voraussetzungen 
entsprechend. Die GréBen P und Q sind die durch (15) und (16) definierten Polynome 
von x im Intervall 0 < x < f, wahrend y und x noch unbestimmte Funktionen der 
Zeit t sind. Aber wie auch immer diese noch bestimmt werden, die Ansitze (17) sind 
bereits so beschaffen, daB die Randbedingungen (5) immer identisch befriedigt werden. 


5. Bestimmung der Zeitfunktionen durch das Variationsproblem. 
Wir setzen die trigonometrischen Reihen (6) mit Beriicksichtigung von u, = 0 
und a, = 0 in das Integral (4) ein und fiihren die Integrationen tiber z und tiber 


aus. Das Resultat ist: 
18* 
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hh Te 6 
7O=2ah|d\ {Pog = ey Oy" + 1 (e9')® — (ey)? + 


ne | 


LE Le (ash 0 (')® +E (aot + A) +E (OP + 2) + AP (ts dy — b04)} + 


; F : 
a a y {Gy My" b, b,’ +» (a,’ d, — 6,’ c,)} += (a? + b2) +5> (6? + d,2) + 


Ue 


a 2 (cy } 5 (d,’)? + : (a, d, = b, Cy) aaa (a, - fone, b, Cn) oe, (c, Ce +d, a, } = oat 


—¥3q {és}? + G + G)* + (d,)*}]} dr = stat. Oe) 


Hier bedeuten Apostrophe Ableitungen nach r und Punkte Ableitungen nach ¢. 


Fiihren wir nun noch die Darstellungen (10), (11) und (12) fiir die Funktionen a,, 
b,, ¢, d, ein, so kénnen wir auch die Integrationen iiber 7 (bzw. tiber x) ausrechnen 
und es bleibt nur mehr das Integral iiber das Zeitintervall [f5, t,] tibrig, dessen Integrand 
nun eine quadratische Form in den unbekannten Zeitfunktionen y, x und deren ersten 
Ableitungen ist. Diese werden nun nach dem gewohnlichen Verfahren der Variations- 
rechnung so bestimmt, daB das Integral einen stationaren (in unserem Falle ee 
Wert annimmt. 


Das ergibt als Eulersche Gleichungen des Variationsproblems ein System von 
gewohnlichen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, in denen die 
Ableitungen zweiter Ordnung der unbekannten Funktionen auftreten. Die Loésung 
dieser Differentialgleichungen bietet keine prinzipiellen Schwierigkeiten mehr. Da 
wir uns hier nur fiir die Frequenzen der Kigenschwingungen interessieren, brauchen 
wir bloB8 die charakteristischen Wurzeln dieser Differentialgleichungen zu berechnen. 


Diese Rechnung ist praktisch in schrittweisen Annaherungen durchzufiihren, 
derart, daB in den Entwicklungen (10) bis (12) beim ersten Schritt nur die jeweils 
ersten Glieder beriicksichtigt werden, beim zweiten Schritt auch die zweiten Glieder 
mitgenommen werden usw. Im folgenden werden die ersten beiden Anniherungen 
berechnet; dabei wird sich zeigen, dafi die zweite Annaherung keine wesentliche 
Anderung im Resultat aufweist, falls 6 klein ist, das hei®t falls die Dicke des Kreis- 
ringes gegeniiber dem Innenradius gentigend klein ist, wie es in den wichtigsten 
praktischen Fallen ja auch tatsachlich zutrifft. 


6. Erste Niherung. 

Wir beriicksichtigen in den Entwicklungen (10) bis (12) fiir a,, b,, ¢, d, jeweils 
nur die ersten Glieder und fiihren sie in das Integral (18) ein. Wenn die Integration 
iiber rv ausgefiihrt ist, bleibt das folgende Variationsproblem stehen: 

1 f os 
4 Q=20h'\ {Aco 0° — Boo xo” + ey [Avo (Yr 0” + x0") — Byo (Pro? + Zvo?) y}\ ae = stat. 
Ki (19) 
Bei der Ausrechnung der Integrale empfiehlt es sich, die Transformation (14) 


vorauszuschicken und eine Entwicklung nach der als klein vorausgesetzten GroBe B 
vorzunehmen. Man findet so: 
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Ayo =|[5(»—+) ie + (1 — <5) Pro Pro’ +(2 + gaz) (@ +1) Pro? + 


1 
t+ (1 — 5a) (@ +1) ProP v0" +p (@ +0)" Pro! Pro” + pox (+1) Pro'4) dee = 
= fe [72 + 2528 + ( (2408 — 94 pr?) is + (1610 — 235%) +. J, 


B 
Ban sate @| [Pro® +Qc8] (2 + 1)de = es pe [60 + 270B + 


3558 : 3244 »? — 82 v4 3633 + 2534 v2 — 287 v4 
2 3 = 6 
a TQ 4 2) p? 4 714 p+ alt Ve ONS. 


Die Eulerschen Gleichungen dieses Be et sind: 
Boo Xo + Avo %o = 9, ; 
By Veo + Ares = 0, By Xv 0 Ae %ro = 0. 
Die Lésungen sind also periodische Kreisfunktionen mit der Kreisfrequenz: 


Ves fife G 2+ 38 

o=\ Bo ~ "1 y Q Vx (2 +98) | (20) 
[Avo |. w—1 G 6 (2+ 78) 

A eS alee a cea 


By o v? + 1) (2 + 98) 
Fir » = 1 findet man durch ahnliche Rechnung: 


: fy / 5 (2 + 3B) 
OP iter eel Bip 21 (2 + 11 f) 
7. Zweite Niherung. 


Wir beschrainken uns hier auf den Fall »y = 2. Wenn wir von den Entwick- 
lungen (11), (12) auch die zweiten Glieder beriicksichtigen und in (18) einsetzen, 
erhalten wir nach Ausfiihrung der Integrationen tiber x folgendes Variationsproblem: 

4 
J ao SSS a) \ >» {Ayo ( Pv or + ¥y6" ) +- 2 Ay, (Pro Yr1 Vy o tet) = OP Cr Yea" Maes 
ty v= = 
— Byo (Pro? + Ho 0?) — 2 Brr (ro rr + Hooker) — Bro (Ws + ?)} dt = stat. (21) 

Die GrodBen A,, und B,, sind die bereits oben angegebenen; fiir die neu hinzu- 

gekommenen findet man folgende Entwicklungen nach /: 


3 
ie ee as [72 + 288 B + ( (3177 — 940%) + (2475 — 28208) +. |, 
24 pedi ‘ ae 99 ,2) Bo 
Ay== * gs 72 + 324 6 + (4472 — 940%) + (3843 — 32992) +...], 
24 or? (v? + 1) 8769 + 8000 v2 — 164 v4 ; 
Dear ig G8 (21) p* [60 + 3008 P14 (+ 9) Po 


4992 + 3456 2* — 328 4 | 
0 7 + ¥) acaba. 
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24 or? (v2 + 1) 5343 + 4875 »2 — 82 v! 


2 
Ba 577 Gag. fda ie ee T+) a 
13437 + 9351 »? — 738 »4 ,. 
14 (1 + »?) p 4 


Die Eulerschen Gleichungen des Variationsproblems (21) sind: 
By oy + Bra Pri + Avo Yo + Ay i v1 = 9, 
By vo + Bro Por + Avi poo + Aye v1 = 9 


und genau dieselben Gleichungen auch fiir die Funktionen 7,, (¢) und 7,, (¢). Daraus 
folgt die charakteristische Gleichung fiir die Kreisfrequenzen m der Schwingungen: 


(By B,? — B, 2) of — (Ay, Bry + Avg Bys — 2-Ay1 Byy) + (Ayo Ave — An*) = 0. 


Von den beiden Wurzeln ist die erste eine Verbesserung der bei der ersten N&aherung 
gefundenen, wihrend die zweite eine neu hinzugekommene Frequenz einer Ober- 
schwingung darstellt, die bedeutend gréBer ist als die erste. Man sieht, da® die Ver- 
besserung von , gegentiber der ersten Naherung (20) sich erst beim Entwicklungs- 
glied von f? auswirkt und daher bei kleinem is nicht ins Gewicht fallt: 


ee | ae 
ae ie Va pile 2 TE pps 


Die neu hinzugekommene Pron ist : 


ae ee ees 
Dy! = rm 2+11f) ° 


(Eingegangen am 14. April 1953.) 


Zur Beulung Versteifter Platten. 
Von A. Strasser, Wien. 
Mit 5 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Es wird die Stabilitét der Aquidistanten, zweiachsig versteiften Rechteck- 
platte unter linear veranderlicher Randbelastung mit Hilfe der Energiemethode untersucht und 
ein allgemeines Bildungsgesetz der Beulbedingung in Matrixform fiir beliebige Steifenzahl ent- 
wickelt. Weiterhin werden Rekursionsformeln ftir die Mindeststeifigkeiten bei beliebiger Steifen- 
zahl und konstanter Randbelastung abgeleitet. 


Summary. The object of the paper is an examination by means of the energy method of 
the equidistant double-axially stiffened rectangular plate under a marginal load, linearly 
changeable, and the development of a general formation law of the bossing condition in matrix 
shape for any stiffening number. Furthermore, recursion formulae are being derived for the 
minima of stiffness for any stiffening number and with constant marginal load. 


Résumé. A laide de la méthode d’énergie auteur étudie le probléme de la stabilité de la 
plaque rectangulaire équidistante, renforeée selon deux axes sous une charge marginale variable 
de fagon linéaire, et il développe une loi générale de formation concernant la condition de bosse 
en forme de matrice pour un nombre queleonque de rigidité. En outre, auteur dérive des 
formules de recursion pour les minima de rigidité & nombre de rigidité queleonque et A charge 
marginale constante. 


1. Ableitung der Beulbedingung. 


Bei der Beuluntersuchung der allseitig gelenkig gelagerten Rechteckplatte, die 
in ihrer Mittelebene durch linear verinderliche Randkrifte belastet und durch 
aquidistante Lings- und Quersteifen verstiirkt ist (Abb. 1), erhalten wir nach der 
Approximation der Wo6lbflache w= w (a, y) durch die Fouriersche Doppelreihe 
Pea ab, iy", . mre 


ELEC ak “ : 
wa Amn Sin —— sin fiir die gesamte Formanderungsarbeit den Ausdruck 
mn 
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j= 1 ; 0 t j=1 a; 
= S's (m2 + 2? 02)? Amn — bk o2 SEE SS nt A ity, 
m n m n 
r—1 
l—y } 
420 SUS Smt bade gee + 27S mt (SY Aigsin 224) 
mn @ m ni= 
r—1 ; 
¢ by a 3 , \2 
-- 2 6,kot >" ly +a =p) 2] m8 (3 Ana sin "= ae 
t=1 m n 
v—1 fj 
aval Ys ye Pe 
+ 27,08 ee Amn Sin w = 0. (1) 
n m jg=1 
Als Abkiirzungen wurden wie iiblich eingefiihrt: 
Be “4 eh ey By 
D= Wa? B,=HJ, B=ELJ,, Ae 359 Es Maca GF 
Tae F l+yp 16k «? 
=e. mg = | oe) — ne ko, a (2) 
1 + y 2 
Py =o (mty,— mek a? 3 b,), E=2100t/em%, X,=vnty, 0%, 
w= 0°3. 

Aus — = 0 erhalt man als Beulbedingung ein System linearer und homogener 


Gleichungen 
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(m2 + n? a7)? — mk at "| ry, mi? Ang a = 
: (pai! 
+ 2(y,m* — k 07% dg ym?) Dio ee: Spee 
p=1 ald 
Th é 
— a kom? — ek WPS IF sin © eles 
p=1 4=1 
co a1 : . 
+ 2y,08nt >" A,» sin 24) sin met a Ne (3) 
o=1 j=l 


Die geschlossenen Lésungen der in Gl. (3) auftretenden Summenausdriicke wurden 
auf verschiedenen Wegen!>2 gefunden und fiihren fiir die Beulbedingung zum Aus- 
druck 

(Onn + fe YA an “fe ey Ae > i Amys 


tL ibe 8 70gG 
1 16 nq 4 Se oe 
eh AP Ay Bee | IEEE rey hee 4 
oF 2 m? k x 7m (n2— q@)? t Oas ( qn nat ete! ; (4) 
COS COS ae 
T (@ 
p=2srFn, o=28svFm, e=1,2,3... nmn—q=1,3,5... 


Gl. (4) stellt hinsichtlich linear veranderlicher Belastung und Anzahl der Steifen 
die allgemeinste Lésung des gegenstiandlichen Stabilitatsproblems dar und erfahrt 
nur insofern eine Einschrankung, als daB die Steifen in gleichen Abstaénden ange- 
ordnet sind und mittig belastet werden. 


2. Schematische Darstellung der Beulbedingung. 


Die allgemeine Beulbedingung Gl. (4) reduziert sich fiir die nur querversteifte 
Platte und fiir reinen Druck y= +1 auf die Form 


i 1 ~ 
(Din eee) ee Dave 2 . Tm? ORC AG ord 0. (5) 


Wir stellen Gl. (5) in Matrixform dar, wobei a Entwicklung in lineare Gleichungen 
von der Steifenzahl (v — 1) abhangt. In Abb. 2 sind die Koeffizientendeterminanten 
fiir eine Platte mit einer (v = 2), zwei (v = 3) und drei (v = 3) Quersteifen schematisch 
dargestellt. 


Das allgemeine Bildungsgesetz fiir beliebig viele Quersteifen ist aus der Gestalt 
der Matrizen leicht zu erkennen. Ausgehend von den schwarz gezeichneten 
Elementen Jj m =v, 2v, 3v... der Hauptdiagonale, fiillen die von Null verschie- 
denen tibrigen Elemente die Matrix in einer linksfallenden Reihe aus. 


Jene Elemente, welche Beulformen, bei denen Knotenlihien mit dem Ort der 


Steifen zusammenfallen, darstellen, liegen in der Hauptdiagonale und sind mit Pa 
gekennzeichnet; sie lauton: 


Dinn = (m? + n? 07)? — mk a? atY. 
Die tibrigen mit gekennzeichneten Glieder der Hauptdiagonale lauten: 
(Dinn + Xn) = (mm? + 1? 02)? — mk «x? ae +vnty, a. 


: 0. Torre: Osterr. Ingenieur-Arch. 1, 137 (1946). 
2 A. Strasser: Diss. Techn. Hochschule Wien 1951. 
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Fiir die mit gekennzeichneten Elemente ist — X,, wenn linksfallend und + X i 
wenn rechtsfallend zu setzen. 

Fassen wir vorstehendes Bildungsgesetz fiir die Quersteifen und das von Torre? 
fiir die nur langsversteifte Platte angegebene zusammen, so kénnen wir fiir die durch 
Langs- und Quersteifen verstirkte Platte (Abb. 1) die Beulbildung in Abhangig- 


pel? {2} 3a] s[s[7 [a] 9 [ral] 72] 
B28 | 
et eet Tt 


m4 
tt 
pp | et 


Ui Ti TT TT 
ve] WT TT oo 
79] | WT tT | 
Ce ES Sen Seka eens 


Abb. 2. Schematische Darstellung der Beulbedingung einer Platte mit einer (v = 2), zwei (v = 3) 
und drei (v = 4) Quersteifen. 


keit von der Steifenzahl durch eine Matrizenmatrix angeben, wobei unter einer 
Matrizenmatrix eine Matrize verstanden sein soll, in der jedes Element wieder eine 
Matrix darstellt. Wahrend also die v-Zahl des Steifenrostes und damit die Anzahl 
der Quersteifen die ,,iuBere’’ Matrix der Beulbedingung festlegt, bestimmt die r-Zahl 
und somit die Anzahl der Langssteifen das ,,innere“‘ Bild der Beulbedingung. 

Als Beispiel sei in Abb. 3 die Matrizenmatrix der durch eine Liangssteife r = 2 
und zwei Quersteifen v = 3 ausgesteiften Platte angefiihrt. Jedes der durch ge- 
kennzeichneten Elemente stellt also wieder eine vollstandige Matrix dar, die 
fiir jede beliebige lineare Randbelastung — 15 yS + 1 gilt. Die mit Poel hervor- 
gehobenen Elemente stellen Beulformen mit Knotenlinien am Orte der Quersteifen dar. 


3 C. Torre: Stahlbau 17, 45 (1944). 
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Abb. 3. 


3. Beulformeln. 


a) Starre Steifen. 


Wie in der Matrizenmatrix Abb. 2 und 3 ersichtlich, fehlen in den Elementen 
mit den Indizes 
MmM=M,0 m=1,2,3... (6) 
und 
U1, “MS RaIe. . 
die Kennwerte der Arbeitsanteile Y,, und X,, der Liangs- bzw. Quersteifen. Dies be- 
deutet, daB die Steifen an der Verwolbung der Platte nicht teilnehmen. In der Beul- 


bedingung verbleibt daher nur der Ausdruck @,,,, aus dem die Beulwerte fiir die 
starren Steifen ks; durch nachfolgende Entwicklung erhalten werden: 


1+y 
iS p 9 o ois eS 
Din = Dine, nye = (My? Vv? + ny? 7? 07)? — m2 v8 a? het Sumasas | 


7 
PCW Wee be Ry TP a\e 2 (7) 

Kat = 27 72 — ‘ 

Ny 1% My V l+y 

Die Lage des Minimums von kg ergibt sich aus dkgt/da = 0: 
; VM, : 2 
ieee Rey ae 4 pe 

min o = + Ti min kst = 4,7 ea (7a) 


n, > 1 entspricht héheren Beulformen und wird weiters nicht mehr beriicksichtigt. 
Fiir die nur querversteifte Platte erhalten wir mit 7 = 1 als Sonderfall 


, Mv oe NA 

kst ae ( a + My v l ae y’ (7 b) 
und fiir die nur lingsversteifte Platte mit v= 1 

RU YL he ie 

ket = 1 (7 x nee l+y° (7¢) 
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Fir die unversteifte Platte ergibt sich mit r=v—1 


1, j My, (04 2 2 
bi k= (5 a T+ y" fy 
Fihren wir in die Gl. (7) die Parameter m, = 1,2... ein, so erhalten wir die 


Schnittpunkte der Koordinaten der dadurch entstehenden Beulkurven aus den 
Gleichungen: 


ah v nae Soe = 
a =p Vom+im, kta (4 4 


v2 =) 2 (7e) 


l+y' 


72 2 


b) Elastische Steifen. 


Wahrend bei der Berechnung des Beulwertes fiir die starren Steifen k., das ent- 
sprechende Element der Beuldeterminante von den Arbeitsanteilen der Steifen Y,, 
und X,, frei sein muBbte, erhalten wir den Beulwert fiir die elastischen Steifen aus 
jenen Elementen, in denen die Arbeitsanteile aller Steifen enthalten sind. 


Beriicksichtigen wir in der Gl. (4) nur das erste Element, so erhalten wir die im 
Schrifttum als erste Niherung bezeichnete Gleichung 
k (1+ 7)? +yalir+vea%) 2 (8) 
a es (1 + 7 6,)? «? l+y’ 
Gl. (8) stimmt mit Gl. (16) von Torre! tiberein. amin der Beulkurven ke; erhalten 
wir aus dke/dx = 0: 


Xmin* + fee Xmin® = (1 se Ya) Mel i (8a) 
Lésen wir Gl. (8) nach y, auf, so erhalten wir 


ae 
7 
Vas a r+vo as 


key x2 (1 + 7 dq) Ue x2)? (sb) 


Setzen wir ke; = kst, so erhalten wir aus Gl. (8b) fiir die zur Erzwingung von Knoten- 
linien am Orte der Steifen erforderliche Mindeststeifigkeit 
| oe To) at(I + 7 6q) ee (dash x8)8 


ra 


min y, = aoe (8c) 


Die Abszissen der Schnittpunkte der Beulkurven ke, berechnen wir aus 
Oei-sch. + Yo Vv Bench | (1 oe r Ya) m? (m ae 1 6 (Sd) 
Beispiel: Wir berechnen die Beulwerte einer Platte, die durch ein in Platten- 


mitte angeordnetes Steifenkreuz versteift ist und durch konstanten Druck in der 


Langsrichtung belastet wird. 
Mit den in Abschnitt 1 eingefiihrten Abkiirzungen wird: 


fa¢2=>2, w=4+1, 60=9, y=n=y)- 
Nach Gl. (7) ist fiir « =0°5 und ,=1 
min kg; = 4 [2 + 0°5]? = 25. 
Mit ke: = kst und m = 1 erhalten wir aus Gl. (8¢) min y = 4. Aus Gl. (8a) 
berechnen wir fiir m = 1 
Omin*t + = Omin® = f + a 5 


Xmin — LEG und kei = 2°02. 
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Den Schnittpunkt der Beulkurven fiir m = 1 und m = 2 erhalten wir aus Gl. (8d) 
oth — 1°53, | ET == 12794. 
Ist yp = Yomin, so tritt am Ort der Quersteife eine Knotenlinie auf. Es wird 


damit 9 = an = 0 und aus Gl. (8a) folgt 


Xmin =m |/ 1 Frye = 2/1420 +2 — 3-01, 


1 il 
min ke) = m ae ein =2(1+]/14 140) 654. 


4, Mindeststeifigkeiten. 


Die geschlossenen Lisungen der Summenausdriicke in Gl. (3) und (4) geben uns 
die Moglichkeit, die von Fréhlich* entwickelten Gleichungen fiir die Mindest- 


Bree ee 
BAAS 


+ 
Baa 
eee 


ys 


we 
‘Su 


1 + 
» IS [fs 


SORE 


SSShhhSSan 


Abb. 4. 


steifigkeiten bei einer Langs- bzw. Quersteife fiir beliebig viele Steifen in Abhingigkeit 
von der Anzahl der Steifen zu entwickeln. 


Wir gehen aus von der schematischen Darstellung der Koeffizientendeterminante 
der Beulbedingung einer nur querversteiften Platte. Beschriinken wir uns auf die 
ersten fiinfzehn Elemente m = 1 — 15, so nimmt die Koeffizientendeterminante bei 
drei Quersteifen die in Abb. 4 bereits geordnete Form an. Die einzelnen Unterdeter- 
minanten sind einzeln Null zu setzen und entsprechen der symmetrischen bzw. anti- 
metrischen Beulform und der Beulform mit Knotenlinien am Ort der Steifen. 


Die m-Werte 1, 7, 9, 15 der ersten Zeile, m = 2, 6, 10, 14 der zweiten Zeile, 
n= 3r 5, Lats ae drittex Zeile usw. k6nnen sofort aus der schematischen Darstellung 
Abb. 2 abgelesen werden. 


eee: lauten die Losungen beispielsweise bei zwei Quersteifen: 


4H. Frohlich: Bau-Ing. 18, 673 (1937). 
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a) Symmetrische Beulformen. 


] il 
(1) 
i Mis), Y 3 a3 ilse=, 
Q, 1 
y) I U 
mn=1, m=1,5 3 a8 1 Ee: 
M1 D511 
yi) —_——— be seme 
n=1, m=1,5,7, usw. 3 ae 1 1 1 


b) Antimetrische Beulformen. 


1 1 
ants ees 1 
"= 1, m= 2, lS —a ©,” 
(2) 1 1 
n=1, m = 2,4, Yo ~ 3 ax? 1 i 
®,, 1 D,, 1 


c) Beulformen mit Knotenlinien am Ort der Steifen. 
n=i, m=3, ©, >= 0, 
m= 8,6, O, »D,-,= 0. 
Diese GesetzmaBigkeiten gelten nattirlich auch fir beliebig viele Quersteifen, so 
daB wir ganz allgemein fiir die durch (v — 1) Quersteifen verstirkte Platte die 


Naherungsfolge fiir die Steifigkeiten in Abhangigkeit von der Felderzahl v wie folgt 
angeben kénnen: 


1 1 
Na < if 
1, Naherung: y,‘)) = =r Rees Ba 
Din 
2. Naherung: (2) : pee 
: Be pont s 1 ; (9) 
®, n ®,, =i," 
3. Naherung: (3) — : J ee 
z g: Vb vor nt 1 i] il : 


Diy ®oy-1.0 z Dey 41,0 
Die Rekursionsformel der 7-ten Naherung lautet: 
1 
vornty,i—D (10) 
D 


(@—1) 


yp? == 16 


. 2svFi,n 
und eignet sich gut fiir die praktische Auswertung. 

Bei der nur lingsversteiften Platte entspricht der Aufbau der Beulbedingung den 
gleichen GesetzmaBigkeiten wie bei der querversteiften Platte, wenn wir in der 
Matrix m und 7 vertauschen und fiir X, W,, setzen. 

Wir erhalten damit fiir die mit [rv — 1] Lingssteifen ausgesteiften Platten als 
Niaherungsfolge fiir die Steifigkeiten in Abhingigkeit von der Felderzahl r: 


1} ] 
1. Naherung: y= ——{—j— +k # 6, ) 
Pin, 
mn 1 il 3 
2. Naherung: y,? = —— 7 —q ‘i i + k 2 ba, (11) 
Dp, 1 Dm, By oa 
1 1 
3. Naherung: 74° =. S40 ey i tk A? bq, 
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wobei 4 =— die ,,Beullinge bedeutet. Der Einflu8 von 6, auf die Steifigkeit y, 
m 


ist konstant. ate : 1 
Die Rekursionsformel der i-ten Naherung lautet fiir die Langssteiten 
1 

rmy 

or en 

Als besonderes Merkmal treten in den vorstehenden Gl. (9) bis (12) die den Rosttyp 

kennzeichnende Anzahl der Plattenfelder r und v auf. 


Ga), 


Vl aa C= (12) 
ao 


400 


300 


200 


“GG 20 40 0 
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Abb. 5. Mindeststeifigkeiten einer Platte mit drei Langssteifen. 


In Abb. 5 sind die Mindeststeifigkeiten ftir die Platte mit drei Lingssteifen, die 
mit der Rekursionsformel Gl. (12) berechnet wurden, dargestellt. Uber das Konvergenz- 
verhalten der Naherungslosungen kann allgemein gesagt werden, da mit zanehmender 
Anzahl der Steifen bereits die zweiten oder dritten Naherungen fiir praktische Be- 
dirfnisse vollkommen ausreichen. Die Konvergenz ist um so besser, je groBer das 


Seitenverhaltnis « = = der Platte ist. Bei 0 <« < 2 liefern erst die dritten bis 
fiinften Naherungen hinreichend genaue Werte. 
(Eingegangen am 28. April 1953.) 


Buchbesprechungen. 


The Secondary Flow in Curved Pipes. Von R. W. Detra. (Mitteilungen aus dem Institut fiir Aero- 
dynamik an der Hidgenéssischen Technischen Hochschule in Ziirich. Herausgegeben von 
J. Ackeret: Nr. 20.) Mit 23 Textabb., 508. Ziwich: Verlag Leemann. sfr. 15.60. 


Eine Strémung mit nicht gleichférmiger Geschwindigkeit erzeugt in einem gekriimmten 
Rohr groBere Verluste wie in einem geraden. Auch die Verteilung der Axialgeschwindigkeit 
wird beim Strémen in der Kritmmung geéindert. Diese Erscheinungen untersucht der Verfasser 
in der Theorie und im Experiment. 

In einem Querschnitt des gekriimmten Rohres senkrecht zur Achse werden die einzelnen 
Flissigkeitsteilchen infolge ihrer verschiedenen Geschwindigkeiten in der Achsenrichtung ver- 
schieden groBen Fliehkraften unterworfen sein und dadurch entsteht nun ein Strémen im Quer- 
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schnitt, die Sekundarstrémung. Aus symmetrischen Griinden erfolgt die Strémung so, als ob 
ein Wirbelpaar vorhanden wire. Der Verfasser berechnet nun zuerst die Stromfunktion dieser 
Strémung unter der Annahme einer symmetrischen Wirbelverteilung. Auch andere theoretische 
Uberlegungen fiihren ihn auf dieselbe Form der Stromfunktion. AnschlieBend bringt er den 
interessanten Vergleich zwischen Theorie und Messung. Bei der Berechnung der Verluste durch 
die Sekundarstrémung ergibt sich ein sehr kleiner Betrag. 

Die Untersuchung ist ein hiibscher Beitrag auf dem Gebiete der Str6mungen in gekriimmten 
Rohren. R. Bruniak, Wien. 


Vorlesungen iiber héhere Mathematik. Von A. Duschek. Dritter Band: Gewéhnliche und 
partielle Differentialgleichungen. — Variationsrechnung. — Funktionen einer 
komplexen Veranderlichen. Mit 107 Textabb., IX, 512 S. Wien: Springer-Verlag. 1953. 
S 220.—, geb. 8 235.—; sfr. 37.40, geb. sfr. 39.80; $ 8.70, geb. $ 9.25; DM 36.50, geb. DM 38.80. 


Wie aus dem Untertitel ersichtlich ist, umfa®t dieser Teil des vierbiindigen Werkes jene 
organisch zusammengehorigen Abschnitte der héheren Mathematik, die zum engeren Riistzeug 
der Physiker und Techniker gehéren. Der Verfasser sagt in seinem Vorwort, daB er diese Ab- 
schnitte mit besonderer Riicksicht auf den eben erwaihnten Leserkreis geschrieben hat, und es 
mu gesagt werden, da ihm dies auch in hervorragender Weise gelungen ist. Neben der modernen 
Auffassung des Stoffes, dessen Umfang schon recht weitgehenden Anspriichen gerecht wird, sei 
weiters die klare und tibersichtliche Darstellung hervorgehoben, die beim Nachschlagen eine 
rasche Orientierung uber einzelne Fragen erméglicht. An zahlreichen Stellen des Buches ist 
uberdies der unmittelbare Zusammenhang mit der theoretischen Physik, wie beispielsweise durch 
die Behandlung von Schwingungsvorgiingen, die Jacobi-Hamiltonsche Theorie usw. hergestellt. 
Die vielen Beispiele, denen am Schlu&B des Buches die Lésungen beigegeben sind, werden sicher 
sehr willkommen sein. Nicht unerwihnt seien auch einzelne eingestreute historische Notizen 
und die Angabe von Spezialliteratur fiir weitere Vertiefung. 

Physiker und Techniker werden es daher dankbar begriiBen, daB ihnen Prof. Duschek durch 
sein Buch ein dem gegenwartigen Stande der Mathematik entsprechendes Werk zur Verfiigung 
stellt. Der Springer-Verlag hat dem Buche die altgewohnte Sorgfalt bei der Herstellung gewidmet. 

E. Czitary, Wien. 


Inhalt und Ma8. Von K. Mayrhofer. Mit 17 Figuren, VIII, 269 S. Wien: Springer-Verlag. 1952. 
S 180.—, geb. S 195.—; sfr. 37.—, geb. sfr. 40.—; $ 8.60, geb. $ 9.30; DM 36.—, geb. DM 39.—. 


Da sich dieses Werk in erster Linie und vor allem an den reinen Mathematiker wendet und 
deshalb fiir den Leserkreis des vorliegenden Journals wohl nicht von unmittelbarem Interesse 
ist, sei der Inhalt nur kurz charakterisiert, ohne daB naher auf Einzelheiten eingegangen wird. 

Die Theorie des Maes wird einerseits auf einem axiomatisch eingefiithrten MaSbegriff auf- 
gebaut (Kap.I), anderseits auf einem axiomatisch erklarten Begriff des auBeren Maes in 
Anlehnung an Carathéodory (Kap. V). Es sei hervorgehoben, da diese beiden Kapitel un- 
abhangig von den iibrigen, in denen der Jordansche Inhalt, die Theorie des Borelschen und 
Lebesgueschen MaBes und die Transformation des Jordanschen Inhaltes und des Borelschen 
Ma8es bei linearen Abbildungen behandelt werden, lesbar sind. Im letzten Kapitel wird durch 
Einfiihrung des Begriffes des Somas die Theorie weitgehend ausgeschépft. Im Anhang findet 
sich eine Darstellung der Borelschen Mengen, die mit einer Konstruktion nicht Borelsch me8barer 
Mengen schlieBt. 

Das Studium dieses Werkes verlangt vom Leser eine gewisse Fahigkeit zu abstraktem Denken 
und einige Kenntnis der Elemente der Mengenlehre. Es ist dem Verfasser gelungen, diese hoch- 
interessante und reizvolle Theorie in einer Weise darzustellen, die sowohl der Forderung nach 
gréBtméglicher Exaktheit als auch nach Ubersichtlichkeit gerecht wird. Dazu mu8 noch gesagt 
werden, da® die Darstellung dem derzeitigen Stande der Wissenschaft Rechnung tragt, indem 
sie insbesondere in dem Kapitel iiber Verbinde und Somenfunktionen bis an die neuesten Unter- 
suchungen heranreicht. Eine beigegebene Bibliographie hatte den Wert des vorliegenden Werkes 
zweifellos erhéht. AH. Sagan, Wien. 


Aufgaben aus der Technischen Thermodynamik. Von H. Richter. 155 Aufgaben mit 55 Textabb. 
und 35 Zahlentafeln, VI, 122 S. Berlin-Géttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1953. DM 9.—. 


Die vorliegende Aufgabensammlung ist sowohl fiir Studierende als auch fir die wérme- 
technische Praxis gedacht. Es werden in Kiirze 155 Aufgaben samt Lésungen aus folgenden 
Teilgebieten behandelt: Gase und deren Zustandsinderungen, Kreisprozesse der Gase und Dampfe, 
Verbrennung und Zustandsdnderungen feuchter Luft, wéhrend Warmeitbertragung, Str6mung 
und Vergasung einer Sonderschrift vorbehalten bleiben.. 
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Die Beispiele sind zum Teil der Praxis entnommen, behandeln abwechselnd und oft in origineller 
Weise die verschiedensten Probleme der Thermodynamik, so da das Lesen der Schrift nicht 
einténig wirkt, sondern zum Nachdenken anregt. 

Bei einer Neuauflage waren zunachst etliche Druckfehler zu berichtigen, die in einer Aufgaben- 
sammlung besonders stérend wirken. Ferner wird empfohlen, zwischen Kraft- und Massenkilo- 
gramm (kp und kg) zu unterscheiden und die wiederholt vorkommende Dimensionsformel (m/Grad) 
fiir die spezielle Gaskonstante zu vermeiden, das Wort Luftiiberschu8zahl durch ,,Luftverhaltnis* 
und die Bezeichnung at abs, wie iiblich, durch ata zu ersetzen. Unstimmigkeiten oder Unklar- 
heiten finden sich auch in den Aufgaben 1, 74, 78, 94, 110, 121 und 135, ferner in Aufgabe 121 
und 123 die allerdings in vielen Lehrbiichern anzutreffende, aber ungenaue Darstellung der 
Kompressor- bzw. Expansorleistung. Auf 8S. 73 fehlen nahere Angaben, auf S. 88 eine Schalt- 
skizze. 

Abgesehen von diesen leicht zu verbessernden Unstimmigkeiten, kann die anregend ge- 
schriebene und vielseitige Aufgabensammlung allen an warmetechnischen Problemen interessierten 
Kreisen empfohlen werden. C. Kammerer, Wien. 


Die Wicklungen elektrischer Maschinen. Von H.Sequenz. In vier Banden. Zweiter Band: 
Wenderwicklungen. Mit 423 Textabb., XVI, 331 8. Wien: Springer-Verlag. 1952. S 270.—, 
geb. S 285.—; sfr. 56.—, geb. sfr. 59.—; $12.90, geb. $ 13.50; DM 54.—, geb. DM 57.—. 


Der nunmehr vorliegende zweite Band des von Prof. H. Sequenz verfaBbten Werkes tber 
die Wicklungen elektrischer Maschinen ist den Ankerwicklungen der kommutierenden Maschinen 
gewidmet. In sieben Hauptabschnitten werden der Reihe nach behandelt: Die grundsatzliche 
Auslegung einer Stromwenderwicklung (278.), die Stromwenderwicklungen mit in Nuten 
zusammengedrangten Spulen (898.), Symmetriebedingungen, Ausgleichsverbindungen und 
selbstausgleichende Wicklungen (77 S.); mit mehrphasigem Wechselstrom gespeiste, angezapfte 
und aufgeschnittene Stromwenderwicklungen (34 8.); die mit Riicksicht auf die Stromwendung 
erforderlichen Sonderausfiihrungen der Stromwenderwicklungen (518.); zusatzliche Strom- 
warme (9 8.) und Sonderwicklungen (35 S.). 

Der vorliegende zweite Band ist, ahnlich wie der erste, eine sorgfaltige und vollstandige 
Darstellung des Teilgebietes der Stromwenderwicklungen bei kommutierenden Maschinen unter 
Beriicksichtigung der neuesten Literatur, die bei jedem Abschnitt angegeben ist. Auch fiir den 
zweiten Band gilt das bei der Besprechung des ersten Bandes Gesagte, da naémlich die physika- 
lischen Eigenschaften der Wicklungen nur insofern behandelt sind, als sie durch die Wicklung 
selbst bedingt sind. Da aber gerade auf dem Gebiete der Stromwenderwicklungen z. B. der 
Stromwendungsvorgang im weitesten Ausmabe die Ausfttihrung der Wicklungen bestimmt, ware 
ein naheres Hingehen auf denselben z. B. im Zusammenhang mit den heute wichtig gewordenen 
mehrgangigen Wicklungen und den verschiedenen Ausgleichs- und Dampferwicklungen von 
groBem Interesse gewesen, da gerade hiertiber in der Literatur kaum etwas zu finden ist. Aller- 
dings hatte eine derartige Erweiterung den Umfang des Buches nicht unwesentlich vergréBert. 

Das Buch bringt neben einer guten Auswahl von Werkstattbildern und -zeichnungen eine 
Fille von Material, das sonst nur zerstreut in der Literatur zu finden ist. Es vermag dem Be- 
rechnungsingenieur fiir kommutierende Maschinen viele Anregungen zu geben, setzt aber die 
Kenntnis der Wirkungsweise und entsprechende Erfahrung im Entwurf derartiger Maschinen 
voraus. Das Buch hat die beim Verlag Springer gewohnte gediegene Ausstattung und kann 
jedem, der auf dem Sondergebiet des Entwurfes von kommutierenden Maschinen tatig ist, 
empfohlen werden. R. Stix, Wien. 


Die Ubersetzungen der Zusammenfassungen wurden vom Dokumentations-Zentrum der Technik, Wien, durchgefiihrt. 


Herausgeber und Higentiimer: Springer-Verlag in Wien I, Mélkerbastei 5. — Fiir den Inhalt verantwortlich: Prof. Dr. Franz 
Magyar, Wien IV, Technische Hochschule, Karlsplatz 13, — Druck: Manzsche Buchdruckerei, Wien IX, Lustkandlgasse 52. 
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Soeben erschienen: 


Spezielle Mineralogie auf geochemischer Grundlage. von Dr. phil. Felix 
Machatschki, o. Professor an der Universitit Wien. Mit einem Anhang: Ein kristall- 
chemisches Mineralsystem, Mit 229 Textabbildungen. VII, 378 Seiten. 1953. 


Ganzleinen S 215.—, DM 36.—, $8.60, sfr. 37.— 


In der Regel sind Lehrbiicher der speziellen Mineralogie nach einem der tiblichen Mineralsysteme aufgebaut. Im vorliegenden 
Buch wird von der Geochemie ausgegangen; die Mineralien sind nach ihren genetischen Zusammenhingen chne Riicksicht 
auf ihre Stellung in einem System angeordnet, und zwar in der Reihenfolge: Primiire Mineralien, Verwitterungs- und 
Sedimentationsmineralien, Mineralien metamorpher Gesellschaften. Eine solche Anordnung erscheint geeignet, den sonst trockenen 
Stoff zu entspréden. Die Mineralbeschreibung umfaBt die wichtigsten kristallographischen, chemischen und physikalischen 
Kennzeichnungsdaten und die notwendigen Hinweise auf die Kristallstruktur mit entsprechenden Formelbildern. An knappen 
Verwendungs-, Vorkommens- und Produktionsangaben fehlt es nicht. Der Anhang bringt ein strenges, kristallchemisches 
Mineralsystem, fu8end auf Formeltypen (Klassen), Strukturtypen (Familien), Mischkristallreihen (Gattungen), Einfach- 
verbindungen (Arten), und Mischkristalltypen zwischen letzteren (Varietiten); die Zugehérigkeit kann aus der das Wesentliche 
erfassenden kristallchemischen Formel entnommen werden. Ein solches System kann ‘auf alle anorganischen Stoffe 
ausgedehnt werden. 


Grundziige der allgemeinen Geologie. Von Dr. Hans Peter Cornelius. Wien. 
Herausgegeben von Martha Cornelius-Furlani, Wien. Mit 132 Textabbildungen. 
VIII, 315 Seiten. 1953. Steif geheftet S 120.—, DM 24.—, $5.70, sfr. 24.50 

Ganzleinen S 135.—, DM 27.—, $6.45, sfr. 27.70 


Das vorliegende Buch wendet sich nicht nur an den angehenden Fachgeologen, sondern an jeden Naturwissenschaftler, indem 
es in die Gedankengiinge der allgemeinen Geologie einfiihrt. Es stammt aus berufener Feder, gilt doch sein Verfasser als einer 
der besten Kenner des gesamten Alpenbogens, dessen Probleme ihn zeitlebens beschaftigten und an deren Lisung er 
unermiidlich arbeitete. 

Auf 300 Seiten bringt er einen Uberblick iiber den stofflichen Aufbau der Erdrinde. Er geht von der Geochemie aus und 
kommt tiber die Sedimentgesteine und die Erstarrungsgesteine zur Petrogenese und zur Gesamtarchitektonik der Erde. 
AnschlieBend werden die von auBen wirkenden Krafte, vor allen Dingen der Einflu8 des Wassers, des Windes und der 
Tsolation behandelt, welche nur durch Erosion die allmahliche Planierung der Erde bewirken. Neben der primiren 
Gesteinszerst6rung wird aber auch die sekundire Gesteinsbildung behandelt, wie wir sie in der Sedimentation 
der Meere, in den Salzlagerstatten, aber auch in der dolischen Sedimentation vor uns sehen. Hier wird auch. iiber die 
Genese und die Bedeutung des fossilen Lebens fiir die Bildung von Erd6l und Kohle gesprochen. Der letzte Teil beschreibt 
die vulkanischen Erscheinungen und Vorgiinge im Erdinnern, die Formen von Vulkanen und die Struktur der ErguBgesteine 
sowie die noch heute in der Erde stattfindenden Bewegungen und Verschiebungen einschlieBlich der Gebirgsbildung. Eine 
groBe Zahi yon Abbildungen, darunter instruktive Schemadarstellungen, Photographien charakteristischer Gebirgsztige sowie 
viele Mikroschliffe sollen helfen, dem Leser den Inhalt des Buches so anschaulich und lebendig wie méglich zu gestalten. 


Ausgewahlite Aufgaben und Probleme aus der Experimentalphysik. Eine 
Einfiihrung in die exakte Behandlung physikalischer Fragestellungen. Zugleich dritte, 
vermehrte Auflage der ,,Ergénzungen der Experimentalphysik’.. Von Dr. Heinrich 
Greinacher, vorm. o. Professor der Physik an der Universitat Bern. Mit 117 Textabbildungen. 
IX, 266 Seiten. 1953. Steif geheftet 8 87.—, DM 14.50, $3.45, sfr. 14.80 


Die nunmehr unter geiindertem Titel erscheinende dritte Auflage der ,,Erginzungen zur Experimentalphysik‘‘ enthalt 
insgesamt 90 ausgewahlte Aufgaben und Problemstellungen. Sie ist durch Angliederung einer neuen Folge von 22 Kapiteln 
an die unveriinderte zweite Auflage der ,,Erginzungen‘‘ entstanden. Auch die neu abgehandelten Themen verteilen sich auf 
alle Hauptgebiete der Physik, von der Mechanik bis zur Atomphysik. Im iibrigen ist der Charakter der Darstellung gleich 
geblieben. Der Verfasser hat sich auf elementare mathematische Hilfsmittel beschriénkt und die Entwicklung der Beispiele 
so einfach und durchsichtig wie modglich gestaltet. Studierende der Naturwissenschaften und alle jene, die sich tiber den 
normalen Vorlesungs- und Lehrbuchstoff hinaus in spezielle Fragen der Experimentalphysik vertiefen und das Riistzeug der 
selbstaindigen Lésung solcher Aufgaben erwerben wollen, erhalten damit ein ideales Hilfsmittel und wertvolle Anregungen. 


Abwasserwirtschaft in Osterreich. Von Dipl.-Ing. Dr. Reinhard Liepolt, Direktor der 
Bundesanstalt fiir Wasserbiologie und Abwasserforschung, Wien-Kaisermiihlen. Die 
Abwasserwirtschaft in Karnten. Von Oberbaurat Dipl.-Ing. Otto Koziel, Klagenfurt. 
Mit 10 Textabbildungen. V, 40 Seiten. 1953. (Schriftenreihe des Osterreichischen Wasser- 
wirtschaftsverbandes, Heft 25.) Steif geheftet § 18.—, DM 3.—, $—.70, sfr. 3.10 


Zu beziehen durch jede Buchhandlung 
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“~Soeben erschien: 


Die Gasmaschine. Zweite, neubearbeitete und erweiterte Auflage. Von Dr.-Ing. Max Leiker, 


Oberingenieur der Kléckner-Humboldt-Deutz A. G., Kéln-Deutz. Mit 358 Textabbildungen. IX, 


260 Seiten. 4°. 1953. (Band 5 ,,Die Verbrennungskraftmaschine“, herausgegeben von Professor | # 


Dr. Hans List, Graz.) Steif geheftet S 290.—, DM 48.—, $ (11.45, sfr. 49.20 


Seit dem Erscheinen der ersten Auflage von Band 5 ,,Die Gasmaschine“ zwang der Krieg die von der Hinfuhr flissiger Kraft-— 


stoffe abgeschlossenen Linder zur Umstellung zahlreicher, bisher nur fliissige Kraftstoffe verarbeitender Motoren auf Gasbetrieb. — 


AuBer stationiren und Schifismotoren wurden auch solche von Stra8en- und Schienenfahrzeugen, sowie Motoren der 


Bauindustrie u.a.m. umgebaut. Die Bestrebungen, die Umstellung mdglichst rasch und mit dem kleinsten Bauaufwand 


hzufiihren, brachten interessante und wertvolle technische Lésungen fiir die Umstellung von Viertakt- und auch von — 
ewoltalst-Moteren Obwohl diese Entwicklung kriegsbedingt war, fiihrte sie auch zu Konstruktionen, die in der heutigen 


Friedenswirtschaft nicht an Bedeutung verloren haben. In der zweiten Auflage findet diese Entwicklung besondere Beachtung. se 


Vor kurzem erschien: ; x 


Verschlei8, Betriebszahlen und Wirtschaftlichkeit von Verbrennungskraft- 
maschinen. Von Dr.-Ing. 6. Englisch, Goteborg. Zweite, erweiterte Auflage. Mit 393 Text- 


abbildungen. X, 288 Seiten. 4°. 1952. (Band 14 ,,. Die Verbrennungskraftmaschine“, herausgegeben 
von Prof. Dr. Hans List, Graz.) Steif geheftet S 260.—, DM 52.—, $ 12.40, sfr. 53.30 


Verschlei8 bedeutet Verlust, nicht nur an den Werkstoffen, sondern auch an aufgewandter Arbeitskraft und Arbeitszeit.. oe 


Die im ersten Abschnitte des Buches behandelten Verschlei®erscheinungen werden daher auch in der vorliegenden zweiten 


Auflage, die die Entwicklung der letzten Jahre beriicksichtigt, mit besonderer Ausfihrlichkeit behandelt. Die Kapitel tiber — 


Filter und Schmierdle sind erweitert, jenes tiber Lagerwerkstoffe erginzt. Der zweite Abschnitt unterrichtet tiber den Betriebs- 
mittelverbrauch der heute iiblichen Motorenbauarten und erméglicht damit Vergleiche der Verbrauchsziffern verschiedener 
Motoren. Im dritten Abschnitt wird kurz aufgezeigt, wie sich die Wirtschaftlichkeit der Verbrennungskraftmaschine auch bei 
Beriicksichtigung unstabiler wirtschaftlicher Verhaltnisse erfassen 1iBt. : ; : 


Soeben erschién: : 
Luft- und.Gastafeln zur Berechnung von Gasturbinen und Verdichtern. Von 


Dipl.-Ing. Julius Kruschik, Rich. Klinger A. G., Wien-Gumpoldskirchen. Mit 21 Abbildungen ~ = 


im Text und auf 17 Tafeln. IV, 7 Seiten Text. 4°. 1953. se 


Steif geheftet §69.—, DM 11.40, $2.70, sfr.11.60 


Die Berechnung von Gasturbinen sowie die Auswertung ihrer Priifstanddaten erfordert die Kenntnis der genauen Werte “ 


einer Reihe grundlegender physikalischer Gré8en von Luft und der in Betracht kommenden Gase. Es sind dies zuniichst 


Enthalpie und Temperatur der trockenen und wasserdampfhaltigen Luft sowie der Verbrennungsgase bei verschiedenem Luft- — . 
iiberschu8. Ferner werden Entropiediagramme, cy und x-Werte fiir Luft und verschiedene Einzelgase sowie Gaskonstanten und 


a 


h 
aft 


Molekulargewichte bendtigt. Der bekannte Gasturbinenfachmann hat diese Gré8en unter Verwendung neuester englischer und ~ 


amerikanischer Quellen in einer Reihe bequem beniitzbarer Diagramme und Nomogramme dargestellt, aus denen alle Werte 
mit hinreichender Genauigkeit entnommen werden kénnen. ore 


Soeben erschien: 


Die Pumpwerksarten. Steuer- und Schaltméglichkeiten fiir elektrisch betriebene Kreisel- 
pumpen. Von Dipl.-Ing. Friedrich Koller, Wien-Minchen. Mit 120 Textabbildungen. VII, 
142 Seiten. 1953. Steif geheftet S 96.—, DM 16.—, $3.80, sfr. 16.30 


Die groBe Vielfalt von Steuergeriiten, die bei Pumpwerken (Wasserwerken mit Hochbehiiltern oder Windkesseln) verwendet 


werden kénnen, der Zusammenhang zwischen ihren Higenschaften und denen der Pumpen, sowie der verschiedenen Betriebs- — 3 


bedingungen ergeben eine groBe Zahl von Schaltungsarten. Dieses Buch gibt einen Uberblick iiber die gebriiuchlichen Steuer- 


und Schaltarten (Handschaltung, automatische Schaltung, Schwimmerschaltung, Druckschalt' usw.) und stellt somi 
wertvolle Arbeitsunterlage fiir den Konstrukteur von Pumpenanlagen dar. : ; e - ’ pe 


Soeben erschien: 


Hartstoffe und Hartmetalle. Von Dr. phil. nat. R. Kieffer, Direktor der Metallwerk . 


Plansee GmbH., Reutte, und Dr.-Ing. P. Schwarzkopf, Prisident der American Electro Metal 
Corp., Yonkers, N. Y. Unter Mitarbeit von Dr.-Ing. F. Benesovsky, Leiter der Versuchs- 
anstalt Metallwerk Plansee GmbH., Reutte, und Dr. phil. nat. W. Leszynski, American 
Electro Metal Corp., Yonkers, N. Y. Mit 280 Textabbildungen. XVI, 717 Seiten. 1953. 


Ganzleinen § 480.—, DM'79.80, $ 19.—, sfr. 81.70 


Im ersten Teil werden die Herstellung und die Higenschaften der metallischen Hartstoffe, der hochschmelzenden Uber- 


gangsmetalle der 4. bis 6. Gruppe des periodischen Systems besprochen. Hin weiterer Raum ist auch den technisch besonders — 


wertvollen Mischkristallen und Mischphasen dieser Hartstoffe vorbehalten. Derzweite Teil umfaBt die Herstellung, Higen- 


schaften und Verwendungsgebiete der aus diesen Hartstoffen hergestellten Hartmetalle. Dabei sind groBe Kapitel dem Hinsatz — 


von Hartmetall in der Zerspanungstechnik, bei der Verschlei®bekampfung und als hochwarm- und zunderfester Werkstoff 


gewidmet. Das Buch wird daher sowohl fiir reine Wissenschaftler (Chemiker, Strukturforscher, Metallurgen u. a.) als auch fiir . 


die Hartmetallerzeuger und alle interessierten Verbraucherkreise unentbehrlich sein und bild 51 
und Anregungen auf dem vielseitigen Hartstoffgebict. ° die Ea 
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